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к  Ъ    Ч  и  Т  А  Т  Е  л  я  М  Ъ. 


Осгюванія  Начертательной  Геометрііі,  издаигіыл  дшою  въ 
1821  году,  въ  теченін  трпиадцгішіі  лѣшъ  состав.ііілн  учебное 
іюсобіе  въ  различныхъ  первокласпыхъ  отечествеііііыхъ  Заве- 
деніяхъ.  Въ  гюслѣдніе  годы  усиленное  требованіе  сен  кннгп  по- 
казало, что  вкусъ  кь  ІТачертате.іьной  І  еомешргн  быстро  раз- 
пространяетсл  въ  нашеімъ  Отечествѣ.  Въ  І821  году  сею  ча- 
стію  занимались  въ  Пнститутѣ  Іінліеиеровъ  путей  сообнт,енія_, 
въ  Инженерномъ  УчилпщЬ  пвъГорномъ  Кадетскомъ  Корпусѣ, 
нынѣ  же  входнтъ  онал  въ  системы  наукъ,  преподаваеліыхъ  въ 
Аршн.ілерінскомъ  Учн.тщѣ,  въ  Морскомъ  Кадетскомъ  Корпус!.^ 
въ  Учнлнш,ѣ  ("раяіда^тскнхь  ІІнженеровъ,  въ  Технологическомъ 
Инстптупіѣ,  въ  Учебномъ  йіорскомъ  Экнпаяіѣ,  и  въ  Уннверси- 
тетахъ.  Бъ  Иистіппутѣ  Корпуса  1]нл;енеровъ  путей  сооб- 
ш;еніл,  въ  курсѣ  нынѣшилго  года^  щнталось  по  сей  наукѣ  ,н  ел 
приложеніямъ  до  двухъ  сотъ  слушателей.  ІІздапныл  мною  со- 
чи?іенгл  по  части  ел  прнложеній  къ  искуствалгь  развили  пользу, 
которую  сіл  валшал  отрасль  математическпхъ  наукъ  мол^етъ 
принести  упряжняюпі,имсл  въ  искуспівахъ,  худоліествахъ  и  ре- 
меслахъ. 

Правда^  отечественнал  словесность  сен  наукп  состоишъ  и 
по  ньщѣ  токмо  изъ  моихъ  п(ресодовъ  и  сочиненіп,  но  и  въ 
самой  Франціи,  ел  родинѣ,  къ  классическнліъ  писателлімъ  по  сей 
части  съ  1794  года,  эпохи  возролчденіл  оной,  доллхно  причис- 
лить токмо  зпаменитаго  Мопжа,  Поин.е       Гашетта  и  Балле  ; 

Генералъ-Маіоръ,  Членъ  Совѣгпа  путей  сообщенія  и  публпчныхъ  зданія, 
котораго  сочпненія  по  Начертательной  Геометрііі  переведены  мною  на 
отечестпенный  языкъ,  и  составили  основаніе  нашей  словесности  по  сей 
наукѣ. 


II 

когда  лче  просвѣщенные  шеоріею  сей  науки  Строители,  Хѵдож- 
1ИІКІІ  п  Управллющіе  ремесленными  мастерскими  языкомъ 
оной,  будутъ  передавать  намъ  наблюденія  по  части  ихъ  запя- 
тіп,  тогда  отечественная  словесность  Начертательной  Гео- 
метріи  весьма  обогатится.  Одно  Училище  Граякданскнхъ  Ин- 
женеровъ,  котораго  воспитанники  избираются  нзъ  всѣхъ  гу- 
берній,  нзъ  каждой  по  два,  разнесетъ  свѣтъ  познаній  по  сей 
части  во  всѣ  края  нашего  обшнрнаго  Отечества.  При  томъ 
всякое  новое  изобрѣтеніе  въ  нскѵсиівахъ,  въ  заводскнхъ  и  въ 
Фабричиыхъ  производствахъ,  и  по  части  строительной,  кото- 
рое не  моженіъ  обойтись  безъ  обдуманной  системы  тѣлъ  из- 
вѣстнаго  вида,  совершенствуя  ириложеніл  сей  науки,  разпро- 
страняегаъ  оную. 

Всѣ  экземпляры  перваго  изданія  моей  книги  разошлись,  и 
я  немедленно  прнступилъ  къ  сему  второму  изданію,  ободрен- 
ный монмъ  ближайшимъ  Начальникомъ,  Дирекиіоромъ  Инсти- 
шуша  Г.  Генераль-Лейтенантомъ  Базеномъ,  во  время  управле- 
пія  котораго  кабинеты  сего  заведенгя  обогатились  превосход- 
ными пронзведеніями  по  части  Начертаиіе.іьпой  Геометріи  и 
ел  прн.іоженій,  и  о;кивленньи1[  къ  новымъ  труда^іъ  на  обидую 
пользу  лестпымъ  вниманіемъ  Главноуправляюіцаго  путей  сооб- 
щенія  и  публичныхъ  зданій  Его  Сілте.іьства  Графа  Кар.іа 
Федоровича  Толя.  Пересмотрѣвъ  первое  издаиіе  моей  книги, 
л  прибавилъ  нѣкоторыя  примѣчанія,  исправилъ  оную,  и  при- 
ложилъ  дополнеиіе,  коніораго  цѣль  состоишь  въ  томъ,  чтобъ 
выказать  Начсртаінельную  Геометрію^  какъ  орудіе  разрѣшать 
всѣ  вопросы  Геоменіріи  въ  пространсіпвахъ. 

Такъ  какъ  Франція  есть  отчизна  сей  науки,  то  и  есте- 
сгпвенгю,,  чпю  я  пользовался  успѣхами,  которыя  она  предста- 


III 


вллетъ:  осиовныя  гпеоріи  тѣ;ке,  да  иначе  и  быть  не  мо;ксіпъ ; 
ибо  оныя  первоначальны,  а  начало  науки  по.іо;кено  Геніеліъ,  и 
именно  Монжемъ.  Естьлн  бы  прихотливая  ученость  поже.іала 
упрямо  составить  иовыя  тсоріи^  то,  молхеиіъ  бьпиь,  тринад- 
цать лѣтъ  были  бы  совершенно  утрачены  для  нашего  Отече- 
ства, и  наука  остановилась  бы  на  одноліъ  Иисгантутѣ  Корпуса 
путей  сообщенія,  да  н  иіамъ  безъ  разительнаго  усовершенспівова- 
иія.  Ио  наука  потому  разпространилась,  что  подълтые  для  сего 
труды  согрѣты  были  ліобовію  къ  Отечеству,  краснорѣчнвоіо 
наставницею  и  въ  поптребностяхтз  настояш,аго  поколѣнія,  и  въ 
приспособленін  къ  языку,  копюраго  гаребл  етъ  врелія,  и  въ  пред- 
видѣніи  будущей  пользы  для  сограяѵДанъ^  и  въ  тернѣнін  при 
встречающихся  препяшсшвіяхъ.  Для  подобныхъ  гарудовъ, 
простой  вѣнокъ,  соплетеииый  родимою  рукою  въ  знакъ  благо- 
дарности согра?кданъ,  выше  многоцѣниаго  памятника,  воздвиг- 
нупгаго  ученою  республикою  всѣхъ  народовъ  за  новыя  откры- 
тія,  которыхъ  языкъ  не  доступенъ  для  родниьі. 


к  Ъ   Ч  и  Т  А  Т  Е  л  л  М  Ъ. 

(Прп  первомъ  іізданіп). 


Лредлагаелшл  ІТубликѣ  Основанія  Начертательной  Геометріп  писаны  по 
образцу  Тгаііе  Сеотеігіе  Ое5СГІр(:іѵе,  согиненіл  Полковника  ІІотъе,  переееденнаго 
мною  на  ошегественный  лзыш  1816-го  гоЪа  и  составленнаго  длл  Воспитанниковг 
Института  ІІнженеровъ.  Бывъ  Рспетиторомъ  сего  курса,  л  раздѣлллъ  а  погтен- 
ныліъ  согинителелсъ  его  классигеское  поприще^  и  погитаю  прілтнъглсъ  длл  лсенл 
долголсі  сказать,  гто  согиненіл,  оставленнил  илі%  Институту,  буЪуѵгъ  всегда  пре~ 
краснылсъ  восполшнаніеліг  его  теоретигескихъ  занлтій, 

Втьрнтьйшіи  признака  просепщеніл  есть  разпространеніе  круга  дѣйстеіи  нашего 
разулса  при  изъісканіи  истшіы  ви  разлигныхъ  ел  видахъ ;  нагертаніл  правили,  коиліи 
руководству лсъ  ліы  еходиліъ  въ  хралсъ  ел,  составллл  гарліонигескіе  цтьлые ,  служатг 
краснортьгивтьйшиліи  палслтникалси  народной  образованности,  Франціл,  сгастливал 
усптхаліи  въ  наукахъ  опредтъленнъгхъ,  лсожетъ  гордитъсл  ел  сыналси :  они  проло- 
жили надежные  пути  при  изысканіи  истины,  и  ихъ  твореніл,  отлигаюгцілсл  глу- 
бокиліи  познаніллси,  лсностію  изложеніл,  и  плалсенною  любовію  согинителей  къ  на- 
укала  и  славтъ,  освящены  пегатію  геніл,  Къ  сему  сословие  ліужей  великихъ  при- 
надлежитъ  и  Гаспаръ  Монжъ  }  изъ  отдаленныхъ  ліежду  собою  уліозртъній  его  пред- 
шественниковъ  онъ  сотворилъ  гарлсонигеское  цтълое,  извтьстное  подъ  названіемъ  Нагер- 
тателънои  Геолсетріи, 

„Сіе  искуство  илтетъ  два  главнтьишіе  предмета,  говорите  Монжъ  въ  его  про- 
грамлсѣ,  при  открттіи  курса  Нагер)тателъной  Геолсетріи. 

Одинъ  состоитъ  въ  толсъ,  гтоби  на  рисункахъ,  имтьющихъ  токмо  два  излсщзе- 
ніл,  представллтъ  съ  тогностію  предметы  о  трехъ  излстьренілхъ,  подлежащіе  стро- 
гому опредтьленію.  Нагертателънал  Геолсстріл,  разсліатриваеліал  съ  сей  тогки 
зртьнія,  служитъ  необходилшмъ  лзыкомъ  длл  геловтька  съ  геніеліъ,  соооражаюгцаго 
проекты.,  длл  приводлщихъ  оные  въ  дпйствів,  и  длл  художниковъ,  обраоотывающихъ 
разлигныА  ихъ  гасти. 


Другой  пред.иетпі  сего  искуства  состоиѵгъ  в'&  слособѣ  выводить  изъ  тогнаго  на- 
чвршаіал  гтьлъ  есть  свойства  оныхъ,  завислщіл  от%  ихъ  вида  и  езаилснаго  положе- 
ніл.  Принятая  въ  селсъ  сліыслщ  Нагертателънал  Геолоетріл,  предлагаетъ  налсъ 
средства  изыскивать  истину,  предсѵгавллетъ  непрестанно  прилсѣры  перехода  отъ 
извтьстнаго  къ  неизвпстусолсу,  и,  будуги  всегда  прилагаема  къ  предметали,  подлежа- 
щилѵъ  наибольшей  огевидности,  необходилсо  должна  войти  въ  систелсу  народнаго 
воспитаніл.  Она  не  токліо  лшжетх  служить  къ  упражненію  улсственнъгхъ  спо- 
собностей великаго  народа,  и  ттьлс%  содіьйствовать  ш  усовершенствовангю  гелошге- 
ства,  но  необходилоа  и  длл  всѣхъ  художников^,  обработывающихи  тѣла,  илсѣющіл 
извтъстные  опредтъленные  виды  ;  и  главнпйшею  пригиною  лседленныхъ усптьховъ  нашихъ 
в%  пролсышленности  было  лгалое  разпространеніе,  или  и  совершенное  пренебрежете 
ліетодовъ  сего  искуства.,, 

Усппхи  ЗІонжа  въ  разпространеніи  одной  изъ  важнтьйшихъ  отраслей  геловть- 
гескихъ  познаній  и  сила  творгескаго  геніл  заслуживаютъ  глубокое  уваженіе  къ  его 
пааіяти.  Шлсл  діонжа,  поставленное  на  рлду  съ  титлалои  графа  и  лсинистра^ 
придаете  имъ  какое-то  велигіе.  Юношество,  приготлвллющее  себя  къ  трохожденію 
труднаго  и  погтеннаго  поприща  ІІнженеровъ,  должно  изугатъсл  въ  творенілхъ  Ге- 
ніевъ,  и  пламенная  къ  нимъ  привязанносѵпь,  служагцал  втьрныліъ  признссколсъ  истин- 
наго  таланта,  будетъ  порукою  и  въ  ттьхъ  блестлщихъ  подвигахъ^  которыхъ  ожидает'і 
отъ  нихъ  Отегество. 

Въ  концть  сей  книги,  гитатели  съ  удоволъствіемъ  прогтутъ  особенную  статью 
О  крппіізнѣ  и  о  разверзающихся  кріівыхъ  двоякой  кривизны,  извлегенную  мною 
изъ  Ііагертателъной  Геолоетріи  Монжа  ^  содержите  сей  статьи  выходитъ  изъ 
предтьловъ,  предписанныхъ  элелоентамъ,  и  потому-  то  она  полиьщена  послп  общихъ 
прилііьганій  и  прибавленій  }  въ  нихъ  л  старался  предложить  нтькоторые  способы  к% 
удобтьйшему  построению  сложныхъ  гертежей  и  къ  достиженію  истинъ  путемъ 
Анализа. 

ІТлаліенпл  желаніемъ  пересадить  на  родную  зелілю  древо  Нагертательной 
Геолістріи,  принесшее  богатые  плоды  въ  благорастворснномъ  климатп  Ф2)анцги,  л 
надпюсь  увидпть  его  въ  полноліъ  цвтптъ ;  ибо  страсть  къ  просвтьщенію  разпростра- 
нлетсл  болпе  и  болпе  подъ  благотпворнымъ  Згидолсъ  ИМПЕРАТОРА  АЛЕКСАН- 
ДРА. Главное  угилище  Лпженеровъ  и  Горный  Кадетскій  Корпусъ  способствовали 
къ  изданію  сего  согиненіл,  еш.е  перваго  въ  нашемъ    Отегестотъ   по   гасти  Нагерта- 


телъной  Гсометріи,  Не  а  холодною  угтивостію  автора^  по  а  плалоеипылт  гув- 
сѵгвованіллѵи  сына  отегества  приношу  благодарность  Его  Сілтелъству  Графу 
Егору  Карловигу  Сиверсу  и  Его  Превосходительству  Евграфу  ІІлъигу  Мегникову. 
Наконег^ч,  весъліа  гувствул,  гто  сіе  согиненге  далеко  еще  отъ  совершенства^  скажу 
емтьстп  си  извтьстнымл  Біотомл :  ^е  т'ё8Іітегаі  Неигеаос  8І  се  реііі  оиѵго^е,  арѵез 
аѵоіг  ёіё  иіііе  аих  ёіеѵез,  сіотіе  лаіззапсе  а  ^ие^^^С аиіге  ріш  раіф^аіі^  аи  ^ие^ уе 
зегаі  Іс  рѵетіег  а  арріаийіг. 


с  о  д  Е  р  ;к  А  и  I  Е. 


КНИГА  ПЕРВАЯ, 
о  ПРЯМОЙ  лиши  и  плоскости, 

I.  ОпреЪтьлвиіл  и  первонагалъныл  понлтіл. 


Параграфы.  Сшрап. 

1  II  2.    Предмеіпъ   Начертательной  Геометрііі;  о  плоскостяхъ 

проэкцііі  II  ііхъ   совмѣщенііі  при  построеііііі  чертежей  .  1. 

о,  4,  5,  6,  1,  8.  О  проэкціяхъ  точки ;  о  длппахъ  горизонтально  іі  вер- 
тикально проэктпрз  ісіцихъ  линій;  вертикальная  п  горизон- 
тальная проэкцііі  той  же  точки  находятся  на  общемъ  пер- 
лендикулярѣ  къ  оси  проэкщш ;  о  разлпчныхъ  случаяхъ  при 
заданііі  точки   2  —  5. 

9,  10,  11,  12.  О  проэкціяхъ  прямой;  о  горизонтально  іі  вертикально 
лроэктнрующихъ  плоскостяхъ;  о  разлпчныхъ  случаяхъ  при 
заданііі  прямой;  о  невозможной  прямой   5  —  8. 

15,  14,  15  16.  О  слѣдахъ  плоскости  ;  слѣды  той  же  плоскости  встрѣ- 
чаютъ  ось  проэкцій  въ  той  же  точкѣ ;  о  разлпчныхъ  слу- 
чаяхъ при  заданііі  плоскости ;  о  плоскости  враіі^енія   .    .       8  —  10. 

Начальные  вопросы. 

П.    Чрезъ  двѣ  данныя  точки  провести  прямую    .....  11. 

18.  Построить  точки  пресѣченія  данной  прямой  съ  плоско-  ^ 
стями  проэкцій.   — 

19.  Построить  длину  части  прямой,  заключающейся  между 

двумя  данными  точками   12. 

20.  Чрезъ   данную  точку  провести  прямую,  параллельную 

данной  прямой.   14. 

21.  Изъ  данной  точки  опустишь  перпендикуляръ  на  данную 
плоскость  4  

22.  Построишь  прямую  пресѣченія  двухъданныхъ  плоскостей.  15. 

23.  Чрезъ  данную  точку  провести  п.іоскосшь  параллельную 

данной  плоскости   17. 

24.  Дана  плоскость  и  точка  на  оной;  совмѣсшпть  сію  пло- 

скосшь  ц  шочку  съ  одною  изъ  пдоскосшел  проэкцій.    .    .  19. 


п 
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25.  ІТрилоокеніе  I.  Даны  двѣ  пресѣкающіяся  прямыя,  по- 
строить плоскость  проходящую  чрезъ  оныя   22. 

26.  Прилоокеніе  II.     Построить  плоскость  проходящую 

/  чрезъ  три  данныя  точки   23. 

2Т.  Приложеніе  ІТІ.  Дапы:  плоскость  іі  прямая  въ  сей 
плоскости,  совмѣстпть  сііо  плоскость  п  прямую  съ  одною 
изъ  плоскостей  проэкціп   — 

28.  Приложеніе  IV.  Постгопть  треугольиикъ ,  коего  бы 
вершины  находились  въ  трехъ  данныхъ  точкахъ   24. 

29.  Приложеніе  К.  Построить  уголъ,  составляемый  двумя 
данными  прямыми   25. 

30.  Приложеніе  Т^І.    Построить  плоскость,  проходящую 

чрезъ  данную  прямую,  параллельно  другой  данной  прямой.  26. 

31.  ІІрилозкеніе  Т  II.    Построить  плоскость,  проходящую 

чрезъ  данную  точку,  параллельно  двумъ  даннымъ  прямымъ.  — 

32.  Прилосясеніе  VIII.  Построить  точку  пресѣченія  дан- 
ной прямой  съ  данною  плоскостію   — 

33.  Приложеніе  IX.  Чрезъ  данную  точку  провести  пло- 
скость, перпендикулярную  къ  данной  прямой   .21. 

54.    ІІриложеніе  X.    Изъ  данной  точки  опустить  перпен- 

дикуляръ  на  данную  прямую   28. 

35.  ІІриложеніе  XI.  Чрезъ  данную  прямую  провести  пло- 
скость перпендикулярную  къ  данной  плоскости   — 

ЗС.  Приложеніе  XII.  Построить  уголъ,  составляемый  дан- 
ною прямою  съ  данною  плоскостію   29. 

ЗТ.    ІІриложеніе   XIII.     Построить   уголъ,  составляемый 

двумя  данными  плоскостями   50. 

58.    Приложеніе  XIV.    Построить  кратчайшее  разстояніе 

между  двумя  данными  прямыми   — 


I 
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КНИГА  ВТОРАЯ. 


52  —  53. 


О  КР  и  в  ЫХЪ  ПОВЕРХНОСТЯХ  ъ. 

Опредѣленіл,   первонагалысил   понлѵгіл  и  главпіъйшіл  свойства  разслсатриваеліъгхъ 

поверхностей. 

Параграфы.  Стран. 

39,  40,  41,  42.  О  проэкціяхъ  кривой;  о  кріівыхъ  плоскпхъ  п  двоякой 
кривизны;  построеіііе  слѣдовъ  данной  кривой  па  плоско- 
сшяхъ  проэкцій  

43,  44.    О  касательной  плоскости;  о  нормальной   54  —  55. 

45.    Объ  опредѣленіп  поверхностей  вообще;  о  пропзводящпхъ, 

о  направляюн^нхъ,  о  пропзвожденіи   35. 

46,  4Т,  48,  49.  О  цнлнпдрѣ;  объ  основаніп  цилиндра;  построепіе  основа- 
нія  цилиндра;  сѣченія  цилиндра  плоскостями  между  собою 
параллельиыміг  суть  кривые  равныя  и  совмѣщаемыя;  пло- 
скость, касательная  къ  цИѵіиндру  въ  какой  пи  есть  шочкѣ, 
будетъ  касаться  къ  опому  во  всѣхъ  точкахъ  производя- 
щей, проведеппоіі  чрезъ  точку  касанія;  о  нормальной  пло- 
скости 56  —  ЗТ. 

50.    О  вертпкаѵіьпо  и  горизонтально  про.эктируюн^ихъ  ци- 

лпндрахъ   39. 

51,  52,  53,  54.  О  конусѣ;  объ  основаніи  конуса;  построеніе  основаиія 
конуса;  сѣченія  конуса  плоскостями,  параллельными  между 
собою,  суть  кривыя  подобиыя;  плоскость,  касательная  къ 
конусу  въ  какой  ни  есть  точкѣ,  будетъ  касаться  къ  оно- 
му во  всѣхъ  точкахъ  производящей,  проведенной  чрезъ 
точку  касанія;   о  нормальной  плоскости   40  —  42. 

55,  56,  51,  58.  О  поверхности  вран^енія;  о  плоской  производящей;  по- 
строеніе  плоской  производящей;  каждая  точка  крпвоіі 
производящей  поверхность  вращснія,  прп  семъ  произвож- 
деніи,  онпсываетъ  кругъ,  паходяш^ійся  въ  плоскости,  про- 
веденной чрезъ  сію  точку  перпендикулярно  къ  оси,  и 
коего  центръ  находится  на  сей  оси;  всѣ  меридіональныя 
сѣченія  суть  кривыя  равпыя  и  совмѣщаСіМыя ;  нормальная 
къ  какому  пи  есть  меридіональному  сѣченію  есть  нормаль- 
ная и  къ  самой  поверхности  вращенія;  о  нѣкоторыхъ  ро- 
дахъ  поверхностей  вращенія   44  —  49. 

59,  СО,  61.    О  косомъ  цилиндрѣ;  о  плоскпхъ  иаправляющихъ;  "ітостро- 

еніе  плоской  направляющей  50  —  51. 

62,  63,  64,  65.  О  косой  плоскости;  плоскость  параллельная  паправля- 
ющимъ   косой  плоскости  пресѣчегаъ  сію  поверхность  въ 


IV 
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прямоіі  лігаіи ;  о  двопномъ  пропзвожденіи  косой  плоскости 
II  о  поперечной  пропзводяп^еп ;  о  косой  касательной  пло- 
скости къ  косому  філпндру   52  —  54. 

66.    О  цплпндрахъ  п  конусахъ   обертывающпхъ ;   о  поверх- 

носшяхъ  касательныхъ,   54. 


О  плоскостяхъ  шісателъных'&  и  о  норлсалъныхі,  когда  дана  тогка  касаніл. 

бТ.    О  свопствахъ  вопросовъ,  входящпхъ  въ   составь  сеп 

сташьп  относительно  къ  разсматриваемымъ  поверхностямъ.  55. 

68.  ІІриложеніе  I.  Провести  касательную  плоскость  къ 
цплпидру,  коего    оспованіе  п   производящая  даны,  чрезъ 

точку  па  его  поверхности.  .   56. 

69.  Приложеніе  ІТ.  Провести  нормальную  къ  цплпндру,  ко- 
его основаніе  п  производян^ая  даны,  чрезъ  точку  на  его 
поверхности  _   — 

ТО.  Приложенге  III.  Провести  касательную  плоскость  къ 
конусу,  коего  основакіе  и  вершпна  даны,  чрезъ  точку  на 
его  поверхности   5Т. 

Т1.  ІІриложеніе  IV.  Провести  нормальную  къ  конусу,  ко- 
его осиованіе  и  вершина  даны,  чрезъ  точку  па  его  поверх- 
ности  58. 

Т2.  Приложенге  V.  Провести  касательную  плоскость  къ 
поверхности  вращенія,  коей  плоская  производяп^ая  и  ось 
даны,  чрезъ  точку  на  поверхности   — 

ТЗ.  Приложеніе  Т  Т.  Провести  нормальную  къ  поверхно- 
сти вращеиія,  коеіі  плоская  пронзводян^ая  и  ось  даны, 
чрезъ  точку  на  поверхности   59. 

Т4.  Приложеніе  V 1Т.  Построить  поперечную  іфоіізводя- 
щую,  проходящую  чрезъ  данную  точку  на  косой  плоско- 
сти, коей  плоскость  параллелизма  и  двѣ  паправляющія  даны.  60. 

Приложеніе  V ІТІ.  Построишь  косую  плоскость,  каса- 
тельную въ  данной  производящей  къ  косому  цплпндру, 
коего  двЬ  плоскія  направляюіція  и  плоскость  параллелиз- 
ма даны   61. 

15.  Приложенге  IX.  Провести  касательную  плоскость  къ 
косому  цилпидру,  коего  двѣ  плоскія  паправллющія  и  пло- 
скость параллелизма  даны,  чрезъ  точку  на  его  поверхности.  — 

Тб.  Приложенге  X.  Провести  нормалыгую  къ  косому  ци- 
линдру, коего  двѣ  плоскія  направляющая  и  плоскость  іга- 
раллелизма  даны,  чрезъ  точку  на  его  поверхности.  .    .    .  62. 


■  у 

.аграФы.  Страіг. 
11.    Пріиіоокепге  У^Т.  Построить  точку  касаіня  даішой  плоско- 
сти, прох«дліцей  чрезъ   данную  производящую  косаго  ци- 
линдра,  коего  диЬ  іілоскіл  наіірас.іяюиуя  п  плоскость  па- 
раллелизма даиы   (і2. 

плоскостлхъ  насатслшыхъ  и  о  іюрліа.ѵмыхо.,  ѵровеЪетіыхъ  72)саъ  тонн/  ешь 

поверхностей. 


"8.    О  своиствѣ  вопросовъ,  входящнхъ  въ  составь  сей  статьи, 

отиосшпсльпо   къ  разсматрпвасльшъ  ііовсрхноспілмъ.     .    .  Сі>. 

19.  Прилооіссніе  ХТІ.  Провести  касательиу^ю  плоскосліь  къ 
цилиндру,  коего  оспованіе  и  проиаводяи^ая  дапы,  чрезъ  точ- 
ку  Еиѣ  поверхности   С4 

80.  Приложеніе  ХТІТ.  Провести  нормальную  къ  цилиндру, 
коего  осногаиіе  н  производяіцая   даны,    пзъ  точки  данной 

впѣ  поисрхиостп   Со. 

81.  Нргіложеіие  XIV.  Провести  касательную  плоскость  къ 
конус}'^,  коего    основание  и   вершина  даны,   чрезъ  данную 

тонкую  внѣ  поверхности.    .    .  ^   61. 

82.  Прилоэюеніе  ХѴ .  Провести  нормально  юкъ  конусу,  ко- 
его основаіае  и  вершина  даны,  нзъ  данной  точки  внЬ  по- 
верхности.  С8. 

85.  ТГриложелге  XV Т.  Провести  конусъ  обертывающих  по- 
верхность вращеиія,  коей  плоская  производящая  п  ось 
даны,  нзъ  точки  данной  въ  пространствѣ   С9. 

84.  Приложсніе  X  VII.  Провести  нормальную  къ  поверхно- 
сти вращенія,  коей  плоская  произзодлщая  л  ось  даны,  пзъ 

данноіі  точки  въ  просгаранствѣ   1І. 

85.  ІІриложеніе  XVIII.  Провести  касательную  плоскость 
къ   поверхности   враіценія,    коей  плоская  производящая  и 

ось  даны,  чрезъ  данную  прямую   12. 

86.  Приложеніе  XIX.  Провести  конусъ  обертывающій  ко- 
сый  цилиндр'^,  коего  двѣ  плоскія  иаправлающія  и  плоскость 
параллелизма  дапы,  пзъ  данной  точки   1Ъ. 

Ѣ1.  ІІриложсніе  XX.  Провести  порма.іьнѵіо  къ  косому  ци- 
линдру, коего  двѣ  плоскія  направ.іяющія  іі  плоскость  иа- 
ралле.інзма  дапы,  пзъ  точки  даьчіой  внѣ  поверхносшіг.    .    .  •  "74. 

88.  ІІриложеніе  ХХТ.  Провести  касательную  плоскость  къ 
косому  цилиндру,  коего  двѣ  плоскія  направляюіція  и  пло- 
скость параллелиз.ма  дады,  чрезъ  данную  прямую.    .    .    .  1'3, 


ГІ 


о  плоскостл^съ  кастпелъныхл  и  о  норлшлъныхъ,  провсденныхі  параллельно  Ъанныліъ 


плоскостллоъ  и  прлмылсб. 
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89.  О  свопсіпвѣ  вопросовъ,  входящихъ  въ  составь  сей  статьи, 
отиосіішелыіо  къ  разсмашрнваемымъ  поверхностямъ.     .    .  "70. 

90.  Прилоэкеніе  XXI Т.  Провести  касательную  плоскость 
къ  цилиндру,  коего  основаніе  и  производящая  даны,  парал- 
лельно данной  прямой   ТТ. 

91.  Прилоачсеніе  ХХТІІ.  Провести  нормальную  къ  цилин- 
дру, коего   основаніе  и  производящая  даны,  параллельно 

данноіі  плоскости   -уб. 

92.  ІІриложеніе  ХХТі^^.  Провести  касательную  плоскость 
къ  конусу  ,   коего  основаніе  и  вершина  даны,  параллельно 

данной   прямой   ТЭ. 

95.  Прилоэгсеніе  XX  Т^.  Провести  нормальную  къ  конусу,  ко- 
его осаоваиіе  и  вершина  даиы,  параллельно  данной  плоскости.  80. 

94.  Приложение  XXVI,  Провести  ціглиндръ,  обертываюіцій 
поверхность  вращенія,   коей  плоская  производящая  и  ось 

даны,  параллельно  данной  прямой   81. 

95.  Приложение  XXV II.  Провести  нормальную  къ  поверх- 
ности вращенія,  коей  ось  и  плоская  производящая  даны, 
ігараллельно  данной   прямой   85. 

96.  Приложение  XXVIII.  Провести  касательную  плоскость 
къ  поверхности  вращеиія,  коей  ось  и  плоская  производя- 
щая даны,  параллельно  данной  плоскости  84. 

97.  Приложепіе  XXIX.  Провести  цилпндръ,  обертываю- 
щій  косый  цилиндръ,  коего  двѣ  плоскія  направляюп^ія  и  пло- 
скость параллелизма  даны ,  паралѵіельно  данной  прямой.    .  — 

98.  Приложенге  XXX.  Провести  касательную  плоскость  къ 
косому  цилиндру,  коего  двѣ  плоскія  наиравляющія  и  пло- 
скость параллелизма  даны,  паралле.іьно  данной  плоскости.  83. 

99.  Приложеніе  XXXI.  Провести  нормальную  къ  косому 
цилиндру,' коего  двѣ  плоскія  направ.іяющія  и  плоскость 
параллелизма  даны,  параллельно  данной  прямой   86. 


О  плоскосѵглхъ  касатпелънъгхъ  ко  ліногиліъ  поверхностяліъ. 


100,  101, 102,      О  свойствѣ  вопросовъ  сей  статьи ;  провести  касательную 
103^  104,  10.>.  плоскость  къ  двуиъ  какимъ  пи  есть  поверхностямъ;  о  раз- 
иораающихся  вспомогате.илгыхъ   поверхностяхъ ;  провести 
касательную  іглоскосгаь  къ  тремъ  какимъ  ни  есть  поверх- 
носшлмъ  8Т  • —  90. 
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106.  Прияоженіе  XXXI Т.  Провести  п.іоскость  касате.іьнѵю 
къ  двумъ  повер.ѵностяліъ  вращенія,  коіілъ  оси  н  плоскія 
производящія  даны,  парал.іелыіо  даиігой  прямой   90. 

10*7.  Приложеніе  ХХХТТГ.  Провести  касательную  плоскость 
къ  дву.чъ  поверхпосшямъ  вращенія,  коііхъ  плоскія  произво- 
дящія  и  оси  даны,  іізъ  данной  точкл  въ  пространств*.  91. 

108.  ГГриложенге  XXXIV.  Провесгап  общую  касате.іьпѵю 
п.іоскость  къ  цилиндру,  коего  основаніе  п  производящая 
даны,  п  къ  повер.хноспш  вращепія,  коей  даны  ось  ц  п.іоская 
производящая   92. 

109.  Приложеніе  XXXV.  Провести  общую  клсашельнлто 
п.іоскость  къ  конусу,  коего  вершіша  ц  основаніе  даиы_,икъ 
поверхности  вращснія,  коел  даны  осьп  плоская  производящая.  93. 

110.  Приложеніе  XXXVI.  Провести  касательную  плоскость 
къ  тремъ  поверхностлзіъ  вращенія,  коихъ  п.іоскія  произво- 

дящія  п  оси  даны   94. 


КНИГА  ТРЕТІЯ. 
О   ПРЕСѢЧЕНІЯХЪ  ПОВЕРХНОСТЕЙ. 

ОпреЪгьленіл  и  первонагалъныл  понлтіл. 

111,  112,  113.  О  кривой  опредѣляемоп  пресѣченіемъ  двухъ  поверхно- 
стей; ооъ  общемъ  способѣ  построенія  крпвыхъ  пресѣченія; 
о  совмѣщевіц  и  преобразованіи  кривыхъ  96  —  97. 

114,  115.  Дана  п.юская  кривая;  построить  ея  совчѣщепіе  на  одной 
пзъ  плоскостей  проэкціи;  опредѣ.іить  совмѣщеніе  касате.іь- 
ной  въ  какой  нл  есть  гаочкѣ  къ  сей  кривой   — 

116.  Развернуть  какую  ни  есть  цилиндрическую  поверхность ; 
нанести  на  сіе  разверзаніе  кривую,  данную  на  предполо- 
женной поверхности;  построить  касательную  къ  преобра- 
зован ію  сей  кривой  въ  данной  на  оно.мъ  точкѣ   98. 

1П.  Развернуть  какую  ни  есть  коническую  поверхность ;  на- 
нести на  сіе  разверзаніе  кривую  данную  на  сей  поверхно- 
сти; построить  касательную  къ  преобразованію  сей  кри- 
вой, въ  данной  на  ономъ  точкѣ   100. 

118,  119,  120.    Дана  кривая  опредѣляемая  пресѣченіемъ  двухъ  данпыхъ 
поверхностей;  построить  касате.іьпую  къ  оной,  проходя- 
щую чрезъ  точку  данн^'ю   на  кривой,  или   чрезъ  точку 
,  данною  внѣ  кривой,  п.іи  пара.ілельно  данной  прямой.    .    .  102  —  105. 


УПІ 

о  п]^еаьгепілХо  ііривыхъ  поверхностей  съ  прлліою  лшсіею  и  съ  плоскостію. 
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121.  ІІриаожсніе  ХХХТ^ II.  Построить  точку  пресѣченія 
іиілпидра,  коего  оспованіе  іі  пропзводяіцая  даны,  съ  данною 

прямою   104. 

122.  Приложеиіе  ХХХТ  III.  Построить  кривую  пресѣчепія 
цилиндра,  коего  осиованіе  іі  производяпцая  даны,  съ  данною 
ПЛОСКОСП1ІЮ   105. 

123.  Построишь  разізерзаніе   цилиндрической    поверхности  п 

на  оиомъ  преобразоваиіе  построенной  предъ  симъ  кривой.  — 

124.  Провести  касательную   къ   преобразованію   сеп  кривой, 

чрезъ  данную  на  ономъ  точку   106. 

125.  Приложснге    XXXIX.     Построить   точку  пресѣченія 

конл  са,  коего  основаніе  и  вершина  даны,  съ  данною  прямою.  ІОТ. 

126.  ІІрилоокеіііе  XI.    Построить  кривую  пресѣченія  конуса, 

коего  основапіе  и  вершина  даны,  съ  данною  илоскостію.    .  108. 

-  12Т.  Лрилоэгсеше  ХТ^І.  Построить  кривую  пресЬчепія  по- 
верхности вращснія,  коей  плоская  производян^ая  и  ось  даны, 
съ  данною  плоскосніію   — 

128.  Прилоэісеніе  XIII.  Построишь  точку  пресѣчеиія  по- 
верхносліи  враіценія,  коей  плоская  производяп^ая  и  ось  даны, 
сь  данною  прямою   109. 


129.  Прилооісеніе  ХІІІІ.  Построить  кривую  пресѣчепія  кс*- 
саго  цилиндра,  коего  двѣ  плоскія  наітравляюи]^ія  и  іглос- 
кость  параллелизма  даны,  съ  данною  плоскосшію. 

130.  Прилоэісеніе  ХЬІ V.  Посшропшь  точку  пресѣченія  ко- 
саго  цилиндра,  коего  двѣ  плоскія  паправляюц]^ія  и  пло- 
скость параллелизма  даны,  съ  данною  прямою  

О  преаіхснілхъ  кривыхъ  7іовер>хносѵіей. 


ІОІ.  ІІрилоокенге  XIV.  Построить  кривую  пресѣчснія  іці- 
лпндра,  коего  осиованіе  и  производящая  даны,  съ  конусомь, 
коего  даны:  основаніе  и  вершина   110. 

132.  Провести  къ  построенной  кривой  касательную,  парал- 
лельно данной  прямой   111. 

133.  ІІрилооюеніе  ХЫ  I.  Построить  кривую  пресѣченія  ци- 
линдра, коего  основаиіе  и  производян^ая  даны,   съ  поверх- 

ностію  враіценія,  коей  даны   ось  и  іглоская  производяп^ая.  112. 

13І.    Построишь  касательную  къ  сей  кривой,   чрезъ  данную 

точку  ВНІ1  оной   — 

135.  ІІрилоэкеніе  XII  II.  Построишь  кривую  пресѣченія  ци- 
линдра, коего  оспованіе  и  производящая  даны,  съ  косымъ 
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цп.іпндромъ,  коего  дапы  дві,  п.іоскія  накравляіоіціл  п  пло- 
скость параллелизма   115- 

156.  Приложепіе  ХЬГТТТ.  Построить  кривую  пресѣчеііія 
коиѵса,  коего  осиоваіііе  и  вершина  даны,  сь  поверхиоспіііо 
вращепія,  коей  даны  плоская  ирошводяш,ая  и  ось.    ...  — 

ІоТ.    Построить  разверзаіііе  дапиои  конической  поверхности, 

н  на  ономъ  преобразованіе  построенной  кривой  пресѣченія.  115. 

138.  Провести  касательную  къ  построенной  предъ  симъ  кри-  - 

вой  преобразовапія,  чрезъ  точку  данную  па  оной.     ...  1П. 

139.  Приложеніс  АЛ/Л.  Построить  кривую  пресѣченія  ко- 
нуса, коего  осиоваыіе  и  вершина  даны,  съ  косымъ  і^илин- 
дромъ,  коего  даны  двѣ  плоскія  направляюи^ія  и  плоскость 
параллелизма     118. 

110.  Приложеніе  Ь.  Построить  кривую  пресѣченія  поверх- 
ности вращеиія,  коей  Пѵіоская  производяп^ая  и  ось  даны, 
съ  косыліъ  цилиндромъ,  коего  даны  двѣ  плоскія  иаправляю- 
щія  и  плоскость  параллелизма   119. 

141.  Приложеніе  ЬІ.    Построить  кривую  пресѣченія  двухъ 

,  цПѵіпидровъ,  конхъ  осиованія  и  произсодяи^ія  даны.    ...  — 

142.  ТТриложеніе  ЬІІ.  Построить  кривую  пресѣченія  двухъ 
конусовъ,  копхъ  оспованія  и  вершины   даны   120. 

143.  Приложеніе  ЫІІ.  Построить  кривую  пресѣченія  двухъ 
поверхностей  вран^енія,  копхъ  плоскіл  пропзводящія  и  оси 

даны  .~   — 

14І.    ІІриложенге  Щ^.    Построить  кривую  пресѣченія  двухъ 
^          косыхъ  цилппдровъ,   конхъ   плоскія  направляющія  и  пло- 
скости параллелизма  даны   122. 


ОБЩІЯ  ПРИМѢЧАНІЯ  И  ПРИБАВЛЕН!  Я. 

145,  146,  14Т.  О  кривой,  коей  проэкцііі  двѣ  равиыя  кривыя  и  при 
томъ  одинаково  расположенныя  относительно  къ  прямой 
перпендикулярной  къ  оси  проэкцій ;  диФФерепціалыгое  л  рав- 
нение касательной  плоскости  къ  какой  пи  есгаЬ  позерх- 
ности;  диФФерепціальныя  уравнепія  нормальной  къ  какой 
ші  есть  поверхности   125  —  129. 

Обі  уравпенілхъ  разсліатриваелшхъ  поверхностей. 

148,  149,  130,  Уравпеніе  цилиндрической  поверхности  вообіце;  урав- 
І51.  нсніе  цилиндрической    поверхности,  коей  направляюи^ею 
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служитъ  какая  ті  есть  кривая  двоякой  кривизны ;  урав- 
иеніе  цплпидріічвской  поверхности,  коей  основаніедгъ  въ 
ПЛОСКОС1П1І  коордннатъ  служашъ  кривыя  втораго  порядка; 
дпФФеренціальное  уравпеніе  щнлиндрической  поверхносшп.  150  —  132. 
152,  155,  154,  Уравнение  конической  поверхпосши  воооііі^е,  уравпеніе 
1о5.  конической  поверхности,  коей  направляюи^еіо  служить  ка- 
кая ни  есть  кривая  двоякой  криішзны;  уравнение  кониче- 
ской поверхности,  коей  основаніемъ  въ  плоскости  коор- 
дииагаъ  служагаъ  кривыя  лпніи  вгаораго  порядка  ;  диФФерен- 
ціальное  у  равней]  е  конической  поверхности  155  —  І5С, 

13^,  158.  Уравнение  поверхности  вращенія  вообще;  уравненіе  по- 
верхности враіценія^  производимо!!  какою  ни  есть  кривою 
двоякой  кривизны;  уравпеиіе  поверхности  вращенія  про- 
изведенной кривыми  вніораго  порядка   156  —  158. 

І59,  160.  Уравнепіе  косаго  цилиндра,  коему  направляющими  слу- 
жатъ  какія  ни  есть  кривыя  двоякой  кривизны;  уравпеніе 
косой  плоскости  и  своііства  сей  поверхности   159  —  140, 

О  п/іедстаеленіи  поверхностей  относительно  къ  плоскостлла  проэкцій. 

161,162.    О  цилиндрѣ;  о  кривой  начерченноіі  па  цплиндрѣ.    .    .  142  —  145, 

165,  164.    О  конусѣ;  о  кривой  начерченной  на  конусѣ   144. 

165,  166.  О  поверхности  вращенія;  о  кривой  начерченной  на  по- 
верхности вращенія.  .    .    144  —  146. 

167.  О   косомъ   цилиндрѣ   и  о   кривой  на  его  поверхности.  — 

О  норлсалъныхъ,  провоЪиліыхъ  грезъ  тогки  енть  поверхностей. 

168.  Средство,  по  приближение,  облегчающее  построеніе  нор- 
мальныхъ  въ  цплиндрѣ,  въ  конусѣ,  и  въ  косомъ  цилиндрѣ.    .  147. 

Ооъ  о5ертывающих%  цилинЪрахъ  и  конусахъ. 

169,170.  Уравненіе  конической  поверхности,  описанной  около  ка- 
кой пи  есть  поверхности;  уравненіе  конической  поверхно- 
сти, обертывающеіі  поверхности  втораго  порядка.  .    .    .  148. 

171.  Уравненіе  цилиндрической  поверхности,  описанной  около 

^  какой  ніг  есть  поверхности   149. 

172.  Построение  особенпьтхъ  точекъ  кривой   касанія   къ  по- 
верхности вращенія  обертываюіцаго  оную  цилиндра.    .    .  150. 

По.    Объ  особснныхъ  точкахъ  кривой  касанія   къ  поверхно- 
сти вращенія  обертываюп^аго  оную   конуса   152, 
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П4.  Построеіііс  касательной  плоскости  къ  шару,  проходя- 
щей чрезъ  данную  прямую   152. 

Но.    Постросаіс  касательной  плоскости,  общей  піремъ  шарамъ. 

ПС.    Свойство  трехъ  кругопъ   относительно  къ  пхъ  взанм- 

нымъ  касательнымъ  па  плоскостіі   155. 


О  пресѣгенілхъ  кривыхъ  поверхностей  сг  плоскостію. 

О  кривыхъ  пресѣченія  цилиндра  и  конуса  съ  плоскостію.  156. 
О  кривой  пресѣченія поверхности  вращенія  съплоскосшію.  — 
П9.    О  кривой  пресѣчеіііл  косаго  цилиндра  съ  плоскостію.    .  157. 

О  взаилтоліъ   прсстіленіи    кривыхъ  поверхіюстей. 

180.  О  кривой  пресѣчснія  конуса  съ  позерхпостію  кращепія.  158. 

181.  О  кривой  пресѣчеиія  цилиндра  съ  поверхностію  вращенія.  159. 

182.  О  кривой  пресѣченія  двухъ  цилиндровъ   1(іО. 

183.  О  кривой  пресѣченія  конуса  съ  цилипдромъ   161. 

184.  О  кривой  пресѣченія  двухъ  копусовъ   162. 

185.  О  кривой  пресѣчеиія  двухъ  поверхностей  вращенія.    .    .  — 

186.  О  пресѣченіи  двухъ  косыхъ  цилиндровъ   163. 

О  кривизнть  и  о  разверзающихсл  кривыхъ  двоякой  кривизны . 

18Т,  188,  189,  О  плоскихъ  кривыхъ  и  о  кривыхъ  двоякой  кривизны; 
190,  191.  объ  ихъ  разверзающихся;   объ  ихъ  кривыхъ  разверзанія; 

объ  ихъ  радіусахъ  кривизны  164—168. 

192,  193,  194.  О  поверхности,  составляющей  геоііешрпческое  мѣсто 
разверзающихся  двояко  кривой  линіп;  примечательное  свой- 
ство разверзающихся,  разсматрнваемыхъ  на  сей  поверхно- 
сти. Произвожденіе  какоіі  ни  есть  кривой  двоякой  кри- 
визны посредствомъ  непрерывпаго  двияіенія  168  —  П1. 

195,  196,  19Т,  О  кривыхъ  поверхностяхъ.  Доказательство  предложенія: 
198,  199,  200,  всякая  кривая  поверхность  имЬетъ  въ  каждой  ея  то  ікѣ 
201,  202,  205,  токмо  дві;  кривизны;  каждая  пзъ  сихъ  кривизнъ  имѣеліъ 
204,  205,  206.  свою  особенную  сторону,  свой  особенный  радіусъ,  и  двѣ 
дуги,  на  коихъ  измѣряются  сіи  двѣ  кривизны,  находятся 
на  поверхности  подъ  прямыми   углами  П1  —  П8. 

207,  208,  209,       О  линіяхъ  кривизны  какой  ни  есть  поверхности;  о  ея 
210,  211.          центрахъ  кривизны,  и  о  поверхности,  составляющей  гео- 
метрическое мѣсто  сихъ  центровъ  П9  —  182. 
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ДОПОЛНЕНІЕ. 

О  разлигтшхъ  роЪахъ  проэкцій. 
Параграфы.  Стран. 
212.    Что   называютъ:  планами  и   еозвъгшенілми  пліг  профи- 
ллліи,  еертикалышмъ  п  горизонталъныліь  разршаліи,  н  гео- 
ліетральными  рисунками   183, 

215.    Объ   ортогональной  пли   перпендикулярной  проэкціи;  о 

проэкціяхъ:  наклонной  і\лп  косвенной,  и  перспективной.  .  — 
214,  213.  Упогареблепіе  косвеігаоіі  проэкціи  при  посшроеніп  кри- 
вой пресѣченія  двухъ  цплпидровъ.  Употреблеіііе  перспек- 
тивной проэкціп  прп  построеиіп  кривой  пресѣменія  конуса 
съ  поверхпостііо  врап^епія,  п  вообн^е  съ  какою  ни  есть  по- 
верхносіпііо   184, 


О  геомвтригеашхъ  лтапахъ  и  объ  упот.ре6лепіи  оныхъ  ѵри  разртьшенЫ  разлигпыхъ 

воііросовъ. 

21С.    Что  пазываютъ  геометригескими  лпъсталш^  геометри- 


чсскія  мѣста  шочки  и  линіи   185. 

2П.    Тірилооісеніе  ЬѴ^.    Даны  три  точки;  опредѣлпть  точку, 

находящуюся  отъ  оныхъ  въ  данпыхъ  разстолніяхъ.  .    .    .  18(). 

218.  ІІрилосясеніе   ЬѴІ.     Даны   четыре   точки;  построить 

цептръ  и  радіусъ  шара,  проходяп^аго  чрезъ  оныя.    .    .    .  187. 

219.  Приложеніе  ЬѴІІ.     Дана  треугольная  пирамида  ;  по- 
строить цептръ  п  радіусъ  вшісаннаго  въ  оноіі  шара.    .    .  188. 


220.  Приложеніе  ЬѴІІІ.  Д^ны  углы,  составленные  двумя 
прямыми  съ  вертикальною  липіею,  проходящею  чрезъ  точ- 
ку пресѣчепія  сііхъ  прямыхъ ;  построить  горизонтальную 
проэкцію  даннаго  угла,  составляемаго  между  собою  первыми 
двумя  прямыми  ,  . 

221.  Пріиложеніе  І^ІХ.  Даны:  прямая  п  система  пара.ілель- 
пыхъ  между  собою  прямыхъ-,  построить  точки,  изъ  кото- 
рыхъ  проведенныя  прямыя  въ  данную  точку,  составили  бы 


съ  прямыми  сей  системы  данный  уголъ   190. 

222.    Приложсш'е  ЬХ.    Даны  три  прямыя  ;  построить  точку, 

находящуюся  отъ  оныхъ  въ  дапныхъ  разспюяніяхъ.  .    .    .  19 (, 

225.  Приложсніе  ЬХТ.  Даны ;  прямая  и  плоскость,  построить 
плоскость,  проходящую  чрезъ  сію  прямую  и  встрѣчающую 
і^іанн^^ю  іідоскоспіь  подъ  даннымъ  угло.мъ   ^92 
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Параграфы.  Стран. 

224.  Приложеиіе  ЕХТТ.  Даны :  па  іпотгогра-і-пчсской  картѣ 
три  шочки  зсэпіой  поверхности,  равно  какъ  іі  З'глы,  со- 
сшав.ілелыс  прямыми,  ііроводеппымп  пзъ  сихъ  точекъ  къ 
мешвсртой  точк  і;,  соошвѣтсшвенно,  съ  вертпкальны.ми  ли- 
пілми,  проходящими  чрезъ  оныя;  построишь:  1]  четвер- 
тую гаечку;  2)  ея  отмтътку   І0.'5. 

225.  Прилоэіссніе  Т^ХТТТ.  Въ  треугольной  шірашгдѣ  даны: 
осиоианіе  іі  углы  ребръ,  противоположные  сшоронааъ  осно- 

ванія;  построить  вершину  пирамиды   194. 


О  косыхъ  поверхносѵглхг  вообиі^е. 

226.  Что  называютъ  вообще  косыми  поверхіюстяліи.  Свой- 
ство, по  которому  прпдаюшъ  онымъ  названіе  лииеагатыхъ.  195. 

22*7.  О  разлпчныхъ  родахъ  косыхъ  поверхностей.  О  коноидщ 
о  прямомъ  коноидѣ,  и  о  ./ігш/и  сжатіл.  О  косой  плоскости, 
НЛП,  о  коноида  второго  порядка.  О  гііперболопдѣ  объ  одной 
полѣ.  Условія,  которымъ  можетъ  быть  подвержепь  спо- 
собъ  произвожденія  косыхъ  поверхностей  вообще.    .    .    .  196. 

228.  Прилоэкеніе  ЬХІТ".  Дана  точка  на  одной  пзъ  данныхъ 
паправляющихъ  косой  поверхности ;  построишь  производя- 
щую проходящую  чрезъ  сію  точку   1ЭТ. 

229.  Случаіі,  когда  три  направляющая  будутъ  прямыя  лппіи. 
Свойство  гиперболоида  вращеніл   объ  одной  полѣ.    .    .    .  — 

2о0.  Свойство  косыхъ  поверхностей  относительно  къ  каса- 
тельнымъ  плоскостямъ.  ІІостроепіе  точки  касанія  каса- 
тельной плоскости  къ  косой  поверхности   198. 

231.  Посшроеніе  касательной  плоскости  къ  і^илиндру,  не  за- 
висимо опіъ  теоріи  касате.іьныхъ,  посредствомъ  косой  по- 
верхности. Прпложеніе  къ  посгароенію  касательной  къ 
данной  кривой  линіи  '  — 


Оо«  обертывающих^  и  разверзаюіимхсл  поверхностплхъ. 

2Ъ2, 23о.  Что  называютъ  обертываюгциліи  поверхностями,  или 
обертками-.,  обертка  пространства,  пробѣгаемаго  шаромъ. 
Что  должно  разумѣть  подъ  обернутою  \\  подъ  ссаракте- 
ристикою.    О  ребртъ  возврата   200  —  201. 

234,  235.  Что  называютъ  разверзающимися  поверхностями.  Оберт- 
ка движущейся  плоскости  есть  поверхность  разверзаю- 
щаяся  202. 
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236,  231, 238.  Необходимое  условіе,  которому  должна  удовлетворять 
разверзающаяся  поверхность.  О  ребрѣ  возврата  разверзаіо- 
и^ейся  поверхности.  Каждый  элементъ  поверхности  ка- 
сается къ  ребру  возврата.    ...  -   202  —  20!' 

239,  240,  241.      Разверзающаяся  поверхность  вообще  состоптъ  пзъ  двухъ 
242.                 полъ.     Законъ,  которому  подвергается  движущаяся  ітло- 
скосінь.    Пропзвождепіе  разверзающейся  поверхиостп  пе  за- 
висимо отъ  ея  обернутой.     Что  называюпіъ  соприкасаю- 
щеюся плоскостгю  кривой  линіи   20; 
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НАЧЕРТАТЕЛЬНОЙ  ГЕОМЕТРІИ. 

К  Н  II  г  А  I. 

О  ПРЯМОЙ  линіи  и  плоскости. 


Опре  ^тьленіл    и    первонагалънып  понлтІл. 

1.  Нагертателънал  Геоліетріл  пмѣептъ  предметомъ  точное  предсптавленіе 
геометр пческихъ  велпчпнъ  п  разрѣшеиіе  по  строеііію  есѢхъ  вопросовъ ,  от- 
носящихся къ  пхъ  виду  п  взаимному  по.іоліенію. 

2.  Чтобъ  опредѣлять  вндъ  п  взаимное  положеніе  геометрпческпхъ  вели- 
чпнъ  ,  въ  Начертательной  Геометріи  прпннмаютъ  въ  помощь  двѣ  взаимно 
перпендикулярныя  плоскости  АХ.\  и  ВХ.В'(фпг.  1).  По.юліеніе  одной  изъ  нпхъ, 
а  посему  и  другой  произвольно  ;  но  дабы  удобнѣе  приложить  къ  практпкѣ 
принятый  образъ  опредѣлеиія,  по.іагаютъ  одну  пзъ  сихъ  плоскостей  АХ  А 
параллельною  горизонту,  почему  другая  ВХВ'  будетъ  вертикальною.  Спо- 
собъ,  употребляемый  въ  Начертательной  Реометріи  для  сего  опредѣленія  гео- 
метрическихъ  велцчппъ,  называется  с/?о(обо^^«&  проэщпі;  плоскость  ВХВ,  пред- 
положенную вертикальною  ,  называютъ  оергппкиаьпою  п.лоспостііо  ілроэкційу 
а  плоскость  ХА.Х'  къ  оной  перпендикулярную,  горѵзоиітиіъиою  пяоскостгю 
/іроэАі/^ій  ;  взаимное  пресѣченіе  спхъ  плоскостей,  прямая  ХУ,  называется  ось7о 
проэкцій. 

При  построепіп  чертежей  предпо лагаютъ ,  что  плоскость  вертикальная 
ВХВ,  посредствомъ  вращательнаго  движенія  около  осп  проэкцій  XV,  предпо- 
ложенной неподвижною,  совмѣстилась  съ  плоскостію  горпзоінпальною  АХА'. 
Въ  семъ  положеніи  сихъ  двухъ  шоскосшей ,  оньш  будутъ  составлять  одну 
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п  ту  же  плоскость*,  почему  и  могутъ  быть  представлены  лпспіомъ  бумаги, 
на  которомъ  проведена,  горизонтально,  по  приближенію,  неопредѣленнои  дли- 
ны прямая  XV,  представляющая  ось  проэкцій.  Когда  вообразнмъ ,  что  лъ 
какой  ни  есть  пзъ  плоскостей,  перпендпкулярныхъ  къ  оси  проэкцій  ХУ,  на- 
черченъ  произвольнымъ  радіусодіъ  /7/,  Е  кругъ,  пресѣкающій  плоскость  верти- 
кальную въ  точкахъ  Е  п  Е'  ,  а  горизонтальную  въ  точкахъ  Е  й  Е ":  то  явно, 
что,  при  вращательномъ  дппліеніа  вертикальной  плоскости,  путь  точекъ  Е 
п  Е  "  будетъ  сей  кругъ,  и  что  посему,  при  совмѣщеніи  сей  плоскости  съ  го- 
ризонтальною, точка  Е  упадетъ  въ  Е',  а  Е"  въ  Е".  Изъ  сего  видно,  что 
верхняя  часть,  щптая  отъ  прямой  ХУ,  листа  представляющаго  двѣ  плос- 
кости проэкцій  въ  совмѣщеніи,  будетъ  мѣстомъ  точекъ  двухъ  системъ:  одна 
пзъ  оныхъ  заключаетъ  въ  себѣ  всѣ  точки  части  ХВУ  плоскости  вертикаль- 
ной, другая  же  всѣ  точки  части  2А.'У  плоскости  горизонтальной,  или  всѣ 
видимыя  точки  плоскости  горизонтальной,  закрытыя  вертикальною  плоско- 
стію такпмъ  же  образомъ  нижняя  часть  листа  отъ  оси  ХУ  будетъ  мѣстомъ 
всѣхъ  видимыхъ  точекъ  плоскости  горизонтальной,  и  всѣхъ  точекъ  плоско- 
сти вертикальной,  леліащпхъ  съ  низу  плоскости  горизонтальной. 

5.  П2ЮЭІІЦІС70  точки  на  какой  ни  есть  плоскости  называется  конецъ 
перпендикуляра,  опущеннаго  пзъ  сей  точки  на  сію  плоскость.  Такпмъ  обра- 
зомъ проэкція  какой  ни  есть  въ  пространствѣ  точки  М  на  плоскости  верти- 
кальной ВХН'  будетъ  конецъ  Р  перпендикуляра  МІ^,  на  сію  плоскость  пзъ 
точки  ІМ  опущеннаго  (фиг.  2)5  сія  проэкція  на  плоскости  вертикальной  на- 
зывается вертикальною  проэкціею  точки  М,  для  отличія  отъ  ея  проэщш 
горизонтальной,  которая  будетъ  коицемъ  Р  перпендикуляра  МР',  опущеннаго 
пзъ  сей  точки  на  плоскость  горизонтальную.  Перпендпкуляръ  МР  назы- 
вается бсртикально-проэктирующею  лыніеіо,  а  МР  горизонтально-проектирую- 
щею линісю  данной  точки. 

4.  Точка  М  и  двѣ  ея  проэкціи:  горизонтальная  Р'  п  вертикальная  Р, 
находятся  всегда  въ  той  же  плоскости  РМР',  перпендикулярной  къ  оси  про- 
экцій  ХУ  ибо  оная  плоскость ,  заключая  вертикально  проэктиругощую 
лпнію  МР,  перпендикулярна  къ  вертикальной  плоскости  проэкцій,  а  проходя 
чрезъ  линію  горизонтально  проэктирующую  МР',  перпендикулярна  къ  плос- 
кости горизонтальной  следовательно  плоскости  проэкцій  перпендикулярны 
къ  плоскости  МРР',  а  посему  и  пресѣченіе  сихъ  плоскостей,  то  есть  ось 


проэкцій  XV,  перпендикулярна  къ  сей  плоскости.  Изъ  сего  заключпмъ,  что 
прямыя  пресѣченія  РЕ  п  Р  Е  плоскости  РМР'  съ  плоскостями  проэкцій  пер- 
пендикулярны, каждая  ігь  споен  плоскости,  къ  оси  проэкцііг  ХУ.  При  томъ 
сіи  дпѣ  прямыя  въ  плоскости  РЛІР  составляютъ  съ  проэктирующпми  точку 
М  лнніями  І\1Р  и  МР'  прямоугольшікъ  РЕР'М:  слѣдственно  будсмъ  имѣть: 
МР  —  Р  Е  ,  п  МР' "  РЕ ,  то  естъ  :  1)  ^лгша  вертикально  проектирующей 
какую  па  есть  іпогку  линіи  равна  разстолнію  горизонтальной  проэкціи  сей 
тогки  оть  оси  проэкцій,  п  2)  ^лина  горизонталыю  проэкітірующей  какую  ни 
есть  пгогку  линіи  равна  разстоянію  вертикальной  лроэкцш  сей  тогки  ^що  оси 
проэкцій. 

5.  П|)и  совмѣщеніи  плоскости  вертикальной  БХВ'  съ  горизонтальною 
плоскостію  АХ  А',  точка  Р,  проэкція  вертикальная  точки  М,  опишетъ  въ 
плоскости  РМР',  перпендикулярноіі ,  какъ  предъ  симъ  доказано,  къ  осп  ХУ, 
четверть  окружности  РОР  ',  и  въ  совмѣщеніп  будетъ  находиться  въ  точкѣ 
Р'  на  прямой  Р'ЕР',  пресѣчеиіи  плоскости  РМР'  съ  плоскостію  горизонталь- 
ною, перпендикулярной  къ  осп  ХУ.  Отсюда  непосредственно  видно ,  что 
при  заданіи  проэкцій:  вертикальной  Р  "  и  горизонтальной  Р'  той  ліе  точки  М, 
сіи  двѣ  проэкціи  должны  находиться  на  прямой  Р  Р'  перпендикулярной  къ 
оси  проэкцій  ХУ,  то  есть,  что  при  построеніи  чертежей  вертикальная  и 
горизонтальная  проэпціи  той  оке  тогки  должны  иахо^итъсл  на  общеліь 
перпен,з,икуллрть  къ  оси  проэкцій.  По  сему  для  заданія  какой  ни  есть  точки 
избирается  произвольно  одна  изъ  ея  проэкцій  е  и  е\  вертикальная  пли  гори- 
зонтальная *,  потомъ  изъ  предположенной  проэкціи  проводится  перпендику- 
ляръ  е  е'  къ  прямой  ХУ,  принятой  за  ось  проэкцій ,  и  гдѣ  ни  есть  на  семъ 
перпендпкулярѣ  берется  другая  проэкція. 

6.  Положеніе  заданной  таковьтмъ  образомъ  по  двумъ  ея  проэкціямъ  епе' 
точки  будетъ  определено  совершенно,  ибо  пололіеніе  вертикально  проэкппі- 
рующей  и  горизонтально  проэктирующей  оную  лпній  будетъ  опредѣлено 
проэкціями  е  а  е'  сей  точки ,  а  оныя  линіп,  находясь  въ  той  же  плоскости, 
пресѣкутся,  и  пхъ  точка  пресѣченія  будетъ  искомою. 

7.  Показавъ,  какпмъ  образомъ  задается  положеніе  точки  по  способу,  при- 
нятому въ  Начертательной  Геометріи ,  и  что  сей  способъ  совершенно  до- 
статочен!, для  опредѣленія  сей  точки ,  займемся  различными  с.іучаями,  коп 
могутъ  встрѣтппіься  при  семъ  заданіи. 

* 
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Для  сего  предпололшмъ,  что  протянутая  на.  листѣ  бумаги  ,  изображаю - 
щемъ  плоскости  проэкцій:  вертикальную  п  горизонтальную  въ  пхъ  совмѣ- 
іценш,  прямая  ^с^  представляетъ  ось  проэкцій,  Вспомннмъ  при  томъ, 
что  верхняя  часть  листа  ,  отъ  прямой  а:^,  представлять  моліетъ  точки 
двухъ  родовъ :  1)  принадлежаш^ія  плоскости  вертикальной  вверху  пдоскостп 
горизонтальной,  и  2)  прпнадлежашдя  плоскости  горизонтальной  ,  находяшДяся 
позади  вертикальной  ;  такліе,  что  нижняя  часть  листа  отъ  оси  проэкцшл?^- 
заключаетъ  точки  дпухъ  родовъ :  1)  принадлеліащія  плоскости  горизонталь- 
ной впереди  плоскости  вертикальной  ,  и  2)  находящіяся  на  плоскости  верти- 
кальной, подъ  плоскостію  горизонтальною.  Изъ  сего  видно,  что  заданіе  то- 
чекъ  по  способу  проэкцій  можетъ  представить  четыре  случая :  1)  точка, 
коей  проэкиДя  горизонтальная  А,  вертикальная  а'(фпг.  о);  2)  точка,  которой 
ироэкг^ія  горизонтальная  В,  вертикальная  В'-,  5)  точка,  коей  проэкція  гори- 
зонтальная С,  вертикальная  С  ,  п  4)  точка,  которой  проэкція  горизонталь- 
ная О,  вертикальная  О .  Разсмотрпмъ ,  какая  перемѣна  ,  относительно  къ 
пололіенію  сихъ  заданныхъ  точекъ,  произойдетъ  отъ  изложеннаго  измѣненія 
въ  пхъ  заданіяхъ. 

Относительно  къ  первой  точкѣ :  горизонтальная  ея  проэктція  А  нахо- 
дится впереди  плоскости  вертикальной  ,  а  проэкція  вертикальная  А'  нахо- 
дится вверху  плоскости  горизонтальной  изъ  чего  и  слѣдуепгь ,  что  сія 
точка,  или  взаимное  пресѣченіе  ея  проэктирующихъ  линій,  изъ  копхъ  въ  дѣй- 
ствительномъ  полол;еніи  плоскостей  проэкцій  одна  должна  быть  перпендику- 
лярна въ  точкѣ  Л  къ  плоскости  вертикальной,  а  другая  въ  точкѣ  А  къ 
плоскости  горизонтальной  ,  будетъ  находиіпься  въ  двугранномъ  углѣ  ВХУА 
(фиг.  1). 

Относительно  ко  второй  точкѣ :  горизонтальная  ея  проэкція  В  нахо- 
дится позади  плоскости  вертикальной,  а  проэкція  вертикальная  В  сверху 
плоскости  горизонтальной*,  изъ  чего  и  слѣдуетъ,  что  сія  точка,  пли  пресѣ- 
ченіе  ея  проэкпіііруюн^ихъ  лииій,  въ  настоящемъ  положеніп  плоскостей  про- 
экі^ій,  будетъ  находишься  въ  двугранномъ  углЬ  ВХ.УА'  (фпг.  1). 

Относительно  къ  третьей  точкѣ  :  горизонтальная  ея  проэкція  С  нахо- 
дится впереди  плоскости  вертикальной  ,  а  вертикальная  С  внизу  плоскости 
горизонтальной    изъ  чего  и  слѣдуеть,  что  сід  точка  будетъ  находишься 
двугранномъ  углѣ  АХ  У  В'  (фиг.  1). 
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Относительно  къ  четвертой  точкѣ :  горизонтальная  ея  проэкція  I) 
лаходипіся  позади  плоскости  вертикальной,  а  лертнкальпая  проэкція  1>'  шшзу 
плоскости  горизонтальной  •,  пзъ  чего  п  слѣдустъ ,  что  сія  точка  будетъ  на- 
ходиться въ  двугранномъ  углѣ  В  ХУЛ  («іиг.  1). 

8.  Чтобъ  изложить  всѣ  случаи,  которые  могутъ  встрѣтиться  при  опрс- 
дѣлсиіи  положенія  точекъ  по  способу  проэкщій,  остается  разсмотрѣть  точки 
въ  настоящемъ  ихъ  положеиіи  находлщіяся  на  самыхъ  плоскостяхъ  проэкі^ій. 
Точки  сіп  будуть  проэктироваться  вертикально  въ  л.  В',  С'  и  (1,  горизон- 
тально же,  соотвѣтстнепно,  въ  А,  Ь,  с  п  О. 

Относительно  къ  первой  точкѣ :  вертикальная  ея  проэкція  находится 
на  оси  проэкціп',  почему  вертикально  нроэктируіощая  оную  линія  А<7,  бу- 
детъ находиться  вся  въ  плоскости  горизонтальной,  а  посему  ея  горизон- 
тальная проэкція  А  будетъ  самою  сею  точкою ,  и  сія  точка  будетъ  нахо- 
диться ,  -какъ  видно ,  па  плоскости  горизоитальной  впереди  плоскости  вер- 
тикальной. 

Относительно  ко  второй  точкѣ  :  горизонтальная  ея  проэкція  Ь  нахо- 
дится на  осп  проэкцій  •,  почему  горизонтально  оную  проэктирующая  лпнія 
БТ»  совпадетъ  съ  плоскостію  вертикальною  5  посему  ея  вертикальная  прс- 
экціи  в'  будетъ  самою  сею  точкою  ,  и  сія  точка  будетъ  находиться ,  какъ 
видно,  на  плоскости  вертикальной,  сверху  плоскости  горизонтальной. 

Относительно  къ  третьей  точкѣ  :  горизонтальная  ея  проэкція  с  нахо- 
дится на  оси  проэкцій  5  почему  горизонтально  проэктирующая  оную  линія 
с  С  совмѣстится  съ  плоскостію  вертикальною  ,  и  піакъ  вертикальная  про- 
экція  сей  точки  С  будетъ  самою  сею  точкою,  п  сія  точка,  какъ  видно,  на- 
ходится на  плоскости  вертикальной,  внизу  плоскости  горизонтальной. 

Относительно  къ  четвертой  точкѣ  :  вертикальная  ея  проэкція  с/  нахо- 
дится на  осп  проэкцій  ;  почему  вертикально  проэктирующая  оную  лпнія  со- 
вмѣстииіся  съ  плоскостію  горизонтальною ,  а  посему  ея  горизонтальная 
ироэкція  В  будетъ  самою  сею  точкою,  и  сія  точка,  какъ  видно  ,  находится 
на  плоскости  горизонтальной,  позади  плоскостп  вертикальной. 

9.  Проэкцівю  прямой  лииіи ,  на  какой  ни  есть  плоскости,  называется 
лннія,  проходящая  чрезъ  проэкціи  всѣхъ  ея  точекъ  на  сей  плоскости.  Лииік, 
проэктирующія  всѣ  точки  прямой,  проходя  чрезъ  оную  и  будучи  перпенди- 
кулярны къ  плоскости,  на  которую  проэктпруютъ  сію  прямую,  составятъ 
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плоскость  перпендикулярную  къ  сей  послѣдней  плоскости  •,  пресѣченіе  спхъ 
двухъ  плоскостей  будетъ  мѣстомъ  точекъ  пресѣченія  съ  плоскостію  проэк- 
ціи  всѣхъ  линій  проэктирующихъ  точки  данной  прямой,  а  по  сему  оное  пре- 
сѣченіе  будетъ  проэкціею  сей  прямой ,  и  слѣдопательно  всегда  линія  прямая. 
Изъ  сего  видно  ,  что  проэкція  прямой,  на  какой  ни  есть  плоскости ,  будетъ 
прямая  пресѣченія  сей  плоскости  съ  плоскостію  къ  оной  перпендикулярною, 
проведенною  чрезъ  сію  прямую. 

Веріпгікалъною  проэкціею  прямой  ММ'  (фиг.  4)  называется  .шнія,  прохо- 
дящая чрезъ  вертпкальныя  проэкціи  всѣхъ  ея  точекъ,  пли,  какъ  доказано, 
пресѣченіе  плоскости  ММ'АВ,  перпендикулярной  къ  плоскости  вертикальной 
и  проходящей  чрезъ  прямую  ММ',  съ  вертикальною  плоскостію,  то  есть 
прямая  АВ.  Горизонтальною  ліе  проэкціею  прямой  ММ  называется  линія, 
проходящая  чрезъ  горизонтальныя  проэкціи  всѣхъ  ея  точекъ,  пли,  какъ  до- 
казано, пресѣченіе  плоскости  ЛІМ  АВ',  перпендикулярной  къ  плоскости  гори- 
зонтальной п  проходящей  чрезъ  прямую  ММ',  съ  горизонтальною  плоскос- 
тію  ,  то  есть  прямая  А  В'.  Плоскость,  содержащая  прямую  и  ея  проэкцію 
па  какой  ни  есть  плоскости,  называется  вообще  тгроэкптрующею  7гаоскос?угѵо 
сію  прямую.  Основываясь  на  семъ  ,  плоскость  АММ'В,  содержащая  прямую 
ММ'  и  ея  вертикальную  проэкцію  АВ,  принпмаетъ  названіе  вертикально -про- 
актирующей  плоскости^  а  плоскость  ММ  А'В',  содержащая  прямую  ММ'  и  ея 
горизонтальную  проэкцію  А'В',  принпмаетъ  названіе  горизонталъно-тгроэктп' 
рующей  плоскости  сію  прямую  *). 

При  взаимиомъ  совмѣщеніи  плоскостей  проэкцій,  употребляемомъ  при 
построеніи  чертеліей,  проэкціи  АВ  и  А  В',  говоря  вообще,  не  требуютъ  удо- 
влетворенія  ни  какому  условію  для  того,  чтобы  оныя  принадлежали  проэк- 
ціямъ  той  ліе  прямой  ММ'  въ  пространства. 

10.  Положеніе  заданной  таковыиъ  образомъ  по  двумъ  ея  проэкіціямъ  А  В 
п  АВ  прямой  будетъ  опредѣлено  совершенно  ,  ибо  положеніе  проэктпрую- 
щпхъ  ея  плоскостей :  горизонтально  ММ  А  В'  и  вертикально  АВММ',  опредѣ- 
лится  сими  проэкціями ,  а  по  сему  и  ихъ  взаимное  пресѣченіе ,  пли  самая 
прямая  ММ'. 


*)   Прямая   мм'  принимается   въ  разСуждеиіе  продолженною  не   опредѣденно ;    почему  и  о  двухъ  ея 
проэкцЫхъ  АВ  и  А'В'  то  же  разуиѣть  доджко. 
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11.  Изложпвъ  способъ,  по  которому  задается  прямая  линія,  и  доказавъ, 
что  оный  достаточенъ  для  опредѣлснія  ея  положенія,  займемся  разсматрп- 
ваніемъ  случаевъ,  коп  могутъ  встрѣтиться  при  семъ  задапіп. 

Прямая,  коей  горизонтальная  про-зкція  А  Н'  (фпг.  5),  а  вертіп;альная  А 13 
параллельная  оси  проэкцій  а:  у.  Вертикальная  проэкція  сей  прямой  параллель- 
на осп  проэкцій ,  почему  вертикально  проэкгаирующая  оную  прямую  плос- 
кость будетъ  параллельна  горизонтальной  плоскости  проэкцій',  слѣдовательпо 
пресѣченіе  ея  съ  плоскостію  горпзонтально-проэктируюіцею ,  то  есть  за- 
данная прямая,  будетъ  параллельна  плоскости  горизонтальной ,  н  именно  па- 
раллельна своей  горизонтальной  проэкі^іп  А  В',  ибо  иначе,  находясь  съ  сею  въ 
плоскости  горизонтально  -  проэктпрующей ,  заданная  прямая  встрѣтила 
бы  прямую  А  В',  а  потому  и  горизонтальную  плоскость  проэкг^ій  •,  что  ііе 
возможно. 

Разсуждая  подобнымъ  образомъ  о  прямой  ,  коей  горизонтальная  проэк- 
ціа  а  Ь'  параллельна  оси  проэкі^ій,  а  вертикальная  какъ  ни  есть  проведенная 
прямая  а  Ь,  усмотримъ ,  что  заданная  прямая  параллельна  ея  вертикальной 
проэкціи. 

Прямая,  коей  горизонтальная  проэкція  аЬ'  и  вертикальная  проэкі^ія  Л  В 
параллельны  оси  проэкцій,  будучи  пресѣченіемъ  двухъ  проэктпрующихъ  оную 
плоскостей,  изъ  которыхъ  вертикальная  параллельна  вертикальной  плоскости 
прОэкіцій,  а  горизонтальная  параллельна  плоскости  горизонтальной  проэкцій, 
будетъ  параллельна  пресѣченію  плоскостей  проэкцій,  то  есть  параллельна 
осп  проэкцій  ху. 

Прямая,  коей  вертикальная  е/  п  горизонтальная  е  /  проэкціи  встрѣча- 
ютъ  ось  проэкцій  въ  той  же  точкѣ ,  находясь  на  пресѣченіп  двухъ  ея  про- 
эктирующихъ  плоскостей,  пройдетъ  чрезъ  точку  у  осп  х/,  ибо  сія  точка 
/■  принадлежитъ  какъ  горизонтальной  проэкі^іи  ,  такъ  и  вертикальной ,  а  по 
сему  находится  въ  тоже  время  на  обѣпхъ  проэктпрующихъ  плоскостяхъ, 
следовательно  принадлежитъ  прямой  ихъ  взаимнаго  пресѣченія,  то  есть  за- 
данной прямой. 

Прямая  проэктирующаяся  веіэтикально  ъъ  ссі,  а  горизонтально  въ  ее/, 
въ  прямыхъ  перпендпкулярныхъ  къ  осп  проэкцій  п  сходящихся  въ  общей 
точкѣ  с  на  сей  послѣдней,  будетъ  находиться  въ  плоскости  перпендикуляр- 
ной къ  осп  проэкі^ій ,  ибо  ея  двѣ  проэктпрующія  плоскостд  составляютъ 
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одну  плоскость,  къ  дпумъ  прямымъ  с  сі  п  св.'  коей  перпендикулярна  ось  про- 
экцій.  Заданная  гпаковьшъ  образомъ  прямая  не  опредѣлена  •,  для  ея  опредѣ- 
ленія  доляию,  чтобы  даны  были  двѣ  точки  на  оной  находящіяся. 

Прямая,  которая  будетъ  проэктироваться  вертикально  въ  одну  точку 
(і,  а  горизонтально  на  прямую  с  сі  перпендикулярную  къ  оси  проэкі^ій  х у, 
будетъ  имѣть  съ  вертикальною  плоскостію  общую  точку  (1,  п  при  томъ 
будетъ  къ  оной  плоскости  перпендикулярна. 

Таковьріъ  ліе  образомъ  прямая,  проэктиругощаяся  горизонтально  въ  одну 
точку  (і  ,  а  вертикально  въ  прямой  с  б/,  перпендикулярной  къ  оси  проэкцій  Л7 
пресѣчетъ  плоскость  горизонтальную  проэкцій  въ  сей  точкѣ  й'  и  будетъ  къ 
оной  плоскости  перпендикулярна. 

12.  Замѣтпмъ  ,  что  прямая  никогда  не  можетъ  быть  задана  проэкціямн 
сВ,  сО\  составляющими  ту  же  прямую  1)0'  наклонную  къ  осп  ху ,  нбо 
самое  опредѣлепіе  проэкцій  прямой  предполагаетъ  двѣ  системы  точекъ:  одну 
на  плоскости  вертикальной,  другую  на  плоскости  горизонтальной  проэкцій, 
расположенныхъ  къ  прямыхъ  лпніяхъ ,  и  сіи  системы  точекъ  принадлежать : 
одна  проэкціи  вертикальной,  другая  проэкціи  горизонтальной  той  же  систе- 
мы точекъ  въ  пространствѣ,  а  по  тому  доляшы  удовлетворять  условію,  по 
которому  точки  сихъ  дпухъ  систеиъ,  въ  совмѣщеніи  плоскостей  проэкцій, 
находились  бы  попарно  на  тѣхъ  же  перпендикулярахъ  къ  оси  проэкцііі,  что 
не  пмѣешъ  мѣсша  при  предлон;енномъ  нами  заданіи  ;  ибо  здѣсь  прямыя  то, 
по,  и  т.  д.  перпендпкулярныя  къ  оси  проэкцій  ,  пресѣкающія  вертикальную 
проэкцію  мнимоіі  пря>;ой,  не  встрѣчаютъ  ея  горизонгпа.іьной  проэкціи. 

Основываясь  на  ск.ізаиномъ  нами,  усмотримъ  ,  что  заданія  прямой:  по 
горизонтальной  проэкціи  п  о  и  вертикальной  I  пь  перпендикулярной  къ  оси 
прозкцій;  по  горизонтальной  прозкціи  І  пі,  перпендикулярной  къ  оси  проэкціи 
п  вертикальной  //  о,  по  горизонтальной  /  т  и  вертикальной  /  ііі'  проэкціямъ, 
перпендикулярнымъ  къ  оси,  но  не  встрѣчаюш,имъ  онлчо  въ  общей  точкѣ, 
не  возмолшы. 

13.  Плоскость  мо;петъ  быть  разсматриппема  произшедшею  отъ  двпже- 
иія  прямой  пара ілельно  самой  себѣ,  по  другой  прямой  линіи;  изъ  чего  видно, 
что  заданіе  плоскости  пригодится  къ  заданію  двухъ  прямыхъ,  въ  оной  нахо- 
дящихся. Но  чтобъ  сей  способъ  заданія  облегчить,  задаютъ  плоскость 
двумя  ея  прямыми  находящимися ,  по  одной ,  въ  плоскостяхъ  проэкціи ;  сш 
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прямыя,  кои  суть  пресѣчеиія  предполагаемой  плоскости  съ  плоскостями  про- 
экцііг,  называются  слгь^а^ті  сей  плоскости  на  опыхъ.  Пресѣченіе  ^  И  пло- 
скости ^  И  8  (фиг.  с^)  съ  плоскостііо  вертикальною  проэкцій  пазываютъ 
сящщііъ  вертикальлькііъ,  для  отличія  отъ  ея  горпзоітгальнаго  слгь^уі  К8,  ко- 
торый есть  пресѣченіе  предположенной  плоскости  рі\8  съ  горизонтальною 
плоскостію  проэкцій. 

Поелику  слѣды  данной  плоскости  и  118  суть  прямыя  находящіяся 
какъ  пъ  сей  плоскости,  такъ,  по  одному,  и  въ  плоскостяхъ  проэкціи :  вер- 
тикальной и  горизонтальной,  то  точка  пхъ  взаимнаго  пресѣченія  11  долліна 
быть  общею  данной  плоскости  и  обѣимъ  плоскостямъ  проэкцій,  то  есть  п 
взаимному  пресѣчепію  сихъ  послѣднихъ  плоскостей,  которое  есть  ось  про- 
экцій  ;  пзъ  чего  и  слѣдуетъ  необходимое  условіе  при  заданіп  слѣдовъ  той  же 
плоскости,  состоящее  въ  томъ,  что  слтъ^^ы  пгой  же  плоскости  должны 
естргьгать  ось  проэкцій  въ  той  же  тогктъ ,  и  сія  точка  ,  по  пзлоікенному, 
будетъ  пресѣченіемъ  заданной  плоскости  съ  осью  проэкціи. 

14.  Два  слѣда  плоскости:  вертикальный  п  горизонтальный,  достаточны 
для  опредѣленія  ея  положенія,  ибо  оные  суть  прямыя  въ  сей  плоскости 
находящіяся ,  а  двумя  прямыми  опредѣляется  совершенно  пололіеніе  пло- 
скости- 

15.  Упомяпемъ  теперь  о  нѣкоторыхъ,  наиболѣе  прпмѣчателъныхъ  слу- 
чаяхъ,  которые  могутъ  встрѣтиться  при  заданіи  плоскости  по  принятому 
способу,  то  есть  двумя  ея  слѣдами. 

Примемъ  въ  разсуягденіе  плоскость,  коей  слѣды :  вертикальный,  прямая 
АВ,  (фиг.  6 ),  а  горизонтальный  —  прямая  ІіС  перпендикулярная  къ  оси  про- 
экцій.  Плоскость  сія  заключаетъ  въ  себѣ  прямую  ВС  перпендикулярную 
къ  плоскости  вертикальной ,  почему  и  будетъ  перпендикулярна  къ  верти- 
кальной плоскости  проэкцій. 

Плоскость,  заданная  слѣдамн :  горизонтальнымъ  В'  С'  п  вертикальнымъ 
А  В  перпендикулярнымъ  къ  осп  проэкцій  ,  будетъ  перпендикулярна  къ  пло- 
скости горизонтальной  проэкі^ій,  ибо  заключаетъ  прямую  А'  В',  перпендику- 
лярную къ  сей  послѣдней  плоскости. 

Плоскость,  коей  слѣды :  вертикальный  о  /тг,  горизонтальный  т  п  перпен- 
дикулярны къ  оси  проэкцій,  заключая  перпендикуляръ  о  т  къ  плоскости  го- 
ризонтальной, будетъ  перпендикулярна  къ  сей  гьюскоспш  ;  проходя  же  чрезъ 
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перпендпкуляръ  тші  къ  шоскостп  вершикальной,  будегаъ  перпендикулярна  къ 
плоскости  вертикальной ,  и  такъ  оная  въ  тоже  время  перпендпкулярна  къ 
ооѣтіъ  плоскостямъ  проэкцій,  а  посему  къ  прямой  ихъ  взапмнаго  пресѣченія, 
то  есть  къ  осп  проэкцій  а:  у. 

Плоскость,  опредѣляемая  однпмъ  вертикальнымъ  слѣдомъ  а  Ъ  параллельнымъ 
осп  проэкцій ,  будетъ  параллельна  плоскости  горизонтальной  проэкцій,  ибо 
вертикальная  плоскость  проэкцій  пресѣчена  обѣпмп  сими  плоскостями  въ 
прямыхъ  аЬ  -а.  ху,  параллельныхъ  между  собою. 

Основываясь  на  подобномъ  сему  разсуяіденіи,  усмотрпмъ,  что  плоскость, 
опредѣляемая  однимъ  горпзонтальньшъ  слѣдомъ  д'^',  параллельнымъ  оси  про- 
экцій,  будетъ  параллельна  плоскости  вертикальной  проэкцій. 

Плоскость,  опредѣляемая  двумя  ея  слѣдами :  вертикальнымъ  аЬ  ті  гори- 
зонтальнымъ  аЬ' ,  параллельными  оси  проэкі^ій,  не  можетъ  быть  пресѣчена 
сею  осью ,  пбо  сія  послѣдняя  прямая  параллельна,  по  заданію,  пресѣченіямъ 
данной  плоскости  съ  обѣими  плоскостями  проэкцій ,  оную  прямую  содер- 
ліащими ;  пзъ  чего  и  заключимъ ,  что  шаковая  плоскость  параллельна  оси 
проэкі]5Ій.  *} 

16.  При  построеніи  чертежей ,  дабы  иногда  строенія  содѣлались  прос- 
тое ,  употребляютъ  кромѣ  плоскостей  проэкцій  еще  третію  плоскость, 
нмѣющую  относительно  къ  онымъ  произвольное  положеніе  сія  плоскость 
называется  пяоскостію  вращеиіл,  и  по  большей  части  принимается  за  одну 
пзъ  плоскостей  проэкцій.  (Въ  Дополненіи  смотри  статью :  о  разлигныхъ 
ро^щахъ  щюэкцш.) 


*)  Когда  бы  задана  была  прямая  ея  про»кцгяии :  вертикальною  а  Ь  іл  горизонтальною  п'  1/ 
параллельными  оси,  тогда  легко  бы  усмотрели,  что  такъ  какъ  оная  есть  взаимное  пресѣче' 
иіе  двухъ  плоскостей,  кои  параллельны,  соотв1ітственно^  плоскостямъ  проэкцін,  гао  н  б^'дешь 
параллельна   пресѣченію  еихъ  послѣднихъ  плоскостей,  то  есть  оси  проакі^ін. 
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Начальные  вопросы. 

17.  Чрезъ  двѣ  данныя  точки  (А,  А'),  (В,  В')  провести  прямую*)  (фиг.  П). 

Данньтя  точкн  должнм  находиться  на  искомой  прямой,  почему  лішіи  го- 
ризонтально-проэктіірующія  сіи  точки  будутъ  находиться  въ  плоскости 
горпзонтальпо-проэктирующей  сію  прямую  •,  и  такъ  точки  пресѣченія  А,  Б 
сихъ  линій  съ  горизонтальною  плоско стію  проэкцій,  будутъ  принадлеліать 
прямой  пресѣченія  горизонтально-проэктпрующей  искомую  прямую  плоскости 
съ  плоскостію  горизонтальною,  гло  есть  горизонтальной  проэкціи  искомой 
прянюй,  которая  и  будетъ  по  сему  прямою  А  В. 

Данныя  точки  должны  находиться  на  искомой  прямой,  почему  лпніи 
вертикально  -  проэктирующія  сіи  точки  будутъ  находиться  въ  плоскости 
вертикально  -  проэктпруюн^ей  сію  прямую  *,  и  такъ  точки  пресѣчеиія  А',  В' 
сихъ  линій  съ  вертикальною  плоскостію  проэкцій,  будутъ  принадлежать 
прямой  пресѣченія  вертикально -проэктирующей  искомую  прямую  плоскости 
съ  вертикальною  плоскостію,  то  есть  вертикальной  проэкціи  нско.мой  пря- 
мой, которая  и  будетъ  посему  прямою  А'  В'. 

18.  Построить  точки  пресѣченія  данной  прямой  (  А  В,  А'  В  )  съ  плос- 
костями проэкцій  (фиг.  8). 

Проведемъ  чрезъ  данную  прямую  ея  вертикально  -  проектирующую  пло- 
скость :  вертикальный  сдѣдъ  сей  плоскости  будетъ  вертикальная  проэкі][ія 
А'В  Р  данной  прямой,  а  слѣдъ  горизонтальный,  по  причинѣ,  что  сія  пло- 
скость перпендикулярна  къ  вертикальной  плоскости  проэкцій  ,  будетъ  пря- 
мая Р  N,  перпендикулярная  къ  оси.  Данная  прямая  находится  въ  сей  пло- 
скости, почему  и  должна  пресѣчь  горизонтальную  плоскость  проэкі^ій  на 
горпзонтальномъ  слѣдѣ  Р' N  сей  плоскости  (Р' N5  Р' В' А  )  •,  прямая  нахо- 
дится также  въ  ея  горизонтально-проэктнрующей  плоскости,  почему  должна 
пресѣчь  плоскость  горизонтальную  проэкцій  на  горизонтальномъ  слѣдѣ  В  А 


*)  Д-**  краткости^  въ  посдѣдующихт.  изложен^яxъ^  вмѣсто  того^  чгаобы  писать  вертикальную  и  гори- 
зонтальную проэкціи  какой  ни  есть  точки  иди  іірлмой,  иди  сдѣды  горизонтальный  и  верпіи- 
кальный  плоскости^  мы  будемъ  означать  такъ:  точка  (Л,  Л')^  пр.чмая  (Л  15,  А'  В  ),  плоскость 
(  И  5,  ^  К  )  ,  ГДІІ  первыя  означенія  А,  АВ,  ИЗ  будушъ  принадлежать  горизонтальной  плоскосиік 
продкцій. 
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сей  проэктпрующеп  плоскосгап  *,  пз>  сего  заключпмъ ,  что  общая  прямымъ 
РІХ'  и  А  В  точка  N  будетъ  пресѣченіемъ  данной  прямой  съ  горизонталь- 
ною плоскостію  проэкцій. 

Проведемъ  чрезъ  данную  прямую  ея  горизонтально  -  проэктпрующую 
плоскость  (ВАР,  Р  І^')*,  на  слѣдѣ  вертикальномъ  Р'М'  сей  плоскости  нахо- 
дится искомая  точка  пресѣченія  данной  прямой  съ  вертикальною  плоско- 
сти проэкцій  •,  при  томъ  сія  точка  должна  находиться  на  вертикальномъ 
слѣдѣ  Р  В  А  вертикально  -  проэктирующей  плоскости  данную  прямую  по- 
чему точка  IX'  пресѣченія  сихъ  двухъ  пряйіыхъ  Р']\'  и  Р  В  А'  будешъ  иско- 
мою точкою  встрѣчи  данной  прямой  съ  вертикальною  плоскостію  проэкцій.  *) 

Прибавленіе.  Когда  бы  была  предложена  прямая  (а  а  Ь ),  тогда  для 
разрѣшенія  предложеннаго  вопроса,  произведя  показанное  строеніе,  нашли 
бы,  для  точки  пресѣченія  сей  прямой  съ  горизонтальною  плоскостію,  точку 
лг,  а  для  точки  пресѣченія  съ  вертикальною  плоскостію  точку  п\  пзъ  сего 
построенія  заключямъ,  что  данная  прямая  встрѣчаетъ  горизонтальную 
плоскость  проэкцій  позади  плоскости  вертикальной  (фиг.  8.) 

19.  Построить  длину  части  (А  В,  А' В  )  прямой,  заключающейся  между 
двумя  данными  точками  (А,  А'),  (В,  В'),  (фиг.  7). 

Ргьишйе  1.  Прпмемъ  въ  разсужденіе  вертикальпо-проэктпрующую  пло- 
скость :  въ  сей  плоскости  мы  будемъ  имѣть  трапеіз^ію,  коей  параллельныя 
стороны  будутъ  линіи  вертикально  -  проэктирующія  данныя  точки,  третія 
сторона — вертикальная  проэкі^ія  А  В'  искомой  длины,  а  четвертая  самая  —  пс- 

*)    Упошрсб.існнос  въ  семь  вопрос*  стросніе  можеіпъ  быть  доказано  и  сдѣд^-югцимъ  образомі.  : 

Для  тогкп  престілсіііл  съ  горизонтальною  плоскостпію  проокцій.  Искомая  гаочка  доджив 
находиться  на  горизонтадьиоп  плоскости,  а  потому  вертикальна.!  ея  проэкція  находится;  иа 
оси  ііроэкцій.  При  гаомъ  искомая  точка  должна  находиться  иа  данной  прямой,  а  потому 
вертикальная  оя  проэкція  находится  на  вертикальной  проэкціи  данной  прямой.  Слѣдовательио 
проэкція  вертикальная  искомой  точки  принадлежшпъ  въ  тоже  время :  оси  проэки,ій  и  верти- 
кальной проэкціи  данной  прямой,  то  есть  будетъ  піочкою  прссЬчрнія  сихъ  іірлмыхъ.  Но  вер- 
тикальная и  горизонтальная  проэкціи  піой  же  точки  находятся  на  іпомъ  же  псрпеиднкуляріі  къ 
«ей  проакцій,  и  при  томъ  горизонтальная  проэкція  искомой  піочки  находится  иа  горизонтальной 
проэкціи  данной  прямой,  слѣдоватсльно  горизонтальная  проэкцгя  искомой  точки,  или  сплкія 
исколіал  іпогпа,  будетъ  въ  пресечен іи  перпендикуляра  къ  оси  проэкцій,  возставленпаго  пзь 
опроді.денігой    вгршикіільной  проэкціи,    съ    горизонтальною  проэкціею  данной  прямой. 

Подобное  ])алсуждсніе  иожетъ  послужить  къ  доказательству  сіпроенія:  для  нахожденід  шочжн 
пресѣчеиія  данной  пряной  м  гь  вертикальною  плоскосіпію  провкцій. 


комая  длина*,  прп  томъ  углы  сей  іпрапецііі  при  точкахъ  А'  и  В'  будуптъ 
прямые.  Предпо.южимъ,  потомъ,  что  въ  вертіікально-проэктпруіоіцеи  пло- 
скости ,  чрезъ  вертикальную  проэкцію  В'  точки  (В,  В ),  меиѣе  уда.іенпоц 
отъ  плоскости  вертикальной ,  проведена  прямая  параллельно  искомой  длнпѣ  *, 
сія  прямая  пресѣчетъ  линію  вертикально  -  проэктируюшую  точку  (Л,  А  ), 
ы  будучи  паргъілельна  искомой  длинѣ,  и  заключаясь  мел;ду  вертикально-проэк- 
тирующими  ,  а  потому  параллельными  между  собою  лнніямп,  будетъ  равна 
искомой  длинѣ :  почему  и  остается  построить  сію  вспомогательную  длину. 
Легко  усмотрѣть  можно,  что  сія  длина  будетъ  ппотенузою  прямо-угольнаго 
при  точкѣ  А  треугольника,  у  коего  одинъ  катетъ  будетъ  вертикальная 
проэкція  А  В',  а  другой,  разность  меліду  вертикально-проэктпрующимн  лині- 
ями,  то  есть  разность  между  А  уо  и  В      равная  А  /. 

И  такъ  построимъ  въ  вертикальной  плоскости  проэкі^ій  прямо-угольный 
треугольнпкъ  А  В'^',  коего  уголъ  прямой  при  А,  одинъ  катетъ  А  В,  а 
другой  А'    =  А  /  нпотенуза  В  Ь  сего  треугольника  будетъ  искомою  длиною. 

Ргьшепіе  2.  Примемъ  въ  разсужденіе  горизонтально  -  проэктпрующую 
плоскость  •,  представимъ  себѣ,  какъ  и  предъ  спмъ ,  находящуюся  въ  сей  пло- 
скости трапецію,  коей  параллельныя  стороны  будутъ  лпніц  горизонтально- 
проэктирующія  точки  (А,  А),  (В,  В),  и  которая  пмѣетъ  третьею  стороною 
горизонтальную  проэкцію  А  Б,  а  четвертою  —  искомую  длігау.  Вообразимъ 
при  томъ  прямую  ,  проведенную  параллельно  искомой  длинѣ  чрезъ  проэкцію 
горизонтальную  А  менѣе  удаленной  точки  (А,  А)  отъ  плоскости  горизон- 
тальной. Легко  усмотрѣть  можемт> ,  что  часть  сей  прямой  между  горпзон- 
тально-проэктпруюгцими  лпніями  равна  искомой  длинѣ  ;  но  сія  часть  прове- 
денной прямой  будетъ  ппотенузою  прямоугольнаго  при  точкѣ  В  треугольника, 
лоего  одинъ  катетъ  будетъ  горизонтальною  проэкі^Іею  А  В  искомой  длины, 
а  другой,  разностію  между  горизонтально  -  проэктирующпми  лпніямп  ,  то 
есть  разностію  между  В'^  и  Ар,  равною  В  /'. 

И  такъ,  построимъ  въ  горизонтальной  плоскости  проэкі^ій  прямоуголь- 
ный треугольнпкъ  АВд,  коего  прямой  уголъ  при  В,  одинъ  катетъ  А  В,  а 
другой  Ъ  Ь  —  В  /;  ипотенуза  Ад  сего  треугольника  будетъ  искомою  длиною.  *) 

*)  Симъ  же  самымъ  строснісмъ  опредѣдяютсл  угхы ;  і)  ѣ  А.  Ь,  состав.іяеиый  данною  прямою 
(А  В,  А'  В')  сь  горизонтальною  пдоскосіпію  проакі^ій,  и  і")  уг.  А'  В'  і',  сосгаавхяеиын  шою  же  нрхмок» 
съ  вертикальною  пдоскостію  проэкцій. 
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Прпбавлсніе.  Когда  бы  требовалось  построить  длину  части  (В  /,  А'  В), 
тогда  вопросъ  былъ  бы  рѣшенъ  самымъ  заданіеіѵіъ  ;  ибо,  такъ  какъ  горизон- 
тальная проэкі^ія  В  /  предложенной  длины  параллельна  осп  проэкцш,  то  са- 
ліая  длина  (11)  параллельна  своей  вертикальной  проэки[іп  А' В'.  При  томъ  сія 
длина  заключается  съ  разстояніемъ  А'  В  въ  вертикально  -  проэктирз'юш,ей 
плоскости  меліду  вертикал ьно-проэктпрующпші  линіями,  слѣдовательно  равна 
оному  5  и  такъ  вертикальная  проэкфя  А'  В'  заданной  длины  будетъ  самою 
сею  длиною. 

Основываясь  на  подобиомъ  сему  разсужденіи,  усмотрпмъ,  что  длина 
(А  В,  А  /),  коей  вертикальная  проэкі]^ія  параллельна  оси  проэкі^ій,  будетъ  равна 
своей  горизонтальной  проэкцін  А  В. 

20.  Чрезъ  данную  точку  (А,  А)  провести  прямую,  параллельную  данной 
прямой  (ВС,  в' С')  (фиг.  9.) 

Искомая  прямая  пройдетъ  чрезъ  данную  точку,  почему  ея  вертикальная 
проэкція  будетъ  заключать  вертикальную  проэкі^ію  А'  данной  точки.  Прп- 
томъ,  искомая  прямая  доллша  быть  параллельна  дайной  прямой  (В  С,  В  С ), 
а  потому  вертикально  »  проэктирующая  плоскость  искомую  прямую  бу- 
детъ параллельна  вертикально  -  проэктирующей  плоскости  данную  прямую» 
слѣдовательно  и  пресѣченіе  первой  плоскости  съ  вертикальною  плоскостію 
проэкцій,  то  есть  вертикальная  проэкція  искомой  прямой,  будетъ  параллельна 
пресѣченію  второй  плоскости  съ  вертикальною  плоскостію,  то  есть  вер- 
тикальной проэкціи  В  С'  данной  прямой.  И  такъ  прямая  А'  О',  проведенная 
чрезъ  вертикальную  проэкцію  А'  данной  точки,  параллельно  вертикальной 
проэкціи  В  С  данной  прямой  ,  будетъ  вертикальною  проэкі^іею  п|)ямой 
искомой. 

Прилоя'хивъ  подобное  разсужденіе  къ  построенію  горизонтальной  про- 
ѳкціи  искомой  прямой,  усмотрпмъ,  что  прямая  АО,  проведенная  чрезъ  про- 
экцію  горизонтальную  А  данной  точки,  параллельно  горизонтальной  проэкі^іи 
В  С  данной  прямой,  будетъ  горизонтальною  проэкі][іею  прямой  искомой. 

21.  Изъ  данной  точки  (А,  А  )  опустить  перпсндикуляръ  на  данную  пло- 
скость (ММ,МГ\')  (фиг.  9). 

Предположкмъ,  что  искомый  перпендикуляръ  уже  проведенъ  въ  простран- 
ствѣ.  Вертикально-проэктирующая  сей  перпендикуляръ  плоскость,  проходя 
чрезъ  оный,  будетъ  перпендикулярна  къ  данной  плоскости ;  при  томъ  онал 
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перпендикулярна  къ  вертикальной  плоскости  проэкі^ій  ,  слѣдстпеппо  будетт» 
перпендикулярна  къ  пресѣчепію  спхъ  двухъ  плоскостей,  то  есть  къ  верти- 
кальному слѣду  іѴІ  к'  данной  плоскости,  а  потому  пресѣчепіе  ея  съ  плоскос- 
ліію  вертикальною,  то  есть  вертикальная  проэкі^ія  пскомаго  перпендикуляра, 
будетъ  перпендикулярно  къ  сему  слѣду  М  N  .  Замѣтимъ  при  томъ,  что 
искомый  перпендпкуляръ  долженъ  пройтп  чрезъ  данную  точку,  слѣдопательно 
вертикальная  проэкція  онаго  пройдетъ  чрезъ  вертикальную  проэкцію  А 
данной  точки. 

И  такъ  прямая  А'  сі',  проведенная  чрезъ  вертикальную  проэкі^ію  А'  дан- 
ной точки,  перпендикулярно  къ  вертикальному  слѣду  М  Гѵі' данной  плоскости, 
будетъ  вертикальною  проэкціею  искомаго  перпендикуляра. 

Основываясь  на  подобномъ  предъпдущему  разсужденіи,  увѣрпмся,  что 
прямая  А  сі,  опуп;енная  изъ  горизонтальной  проэкціи  А  данной  точки  на  гори- 
зонтальный слѣдъ  М  N  данной  плоскости,  будетъ  горизонтальною  проэкіі^іею 
искомаго  перпендикуляра. 

22.  Построить  прямую  пресѣченія  двухъ  данныхъ  плоскостей  (11  2,  II  2  ), 
и  (У  X,  УХ')  (фиг.  10.) 

Точка  ^,  пресѣченіе  вертикальныхъ  слѣдовъ  И  2',  УХ'  данныхъ  плоскос- 
тей прпнадлежитъ  искомой  прямой  пресѣченія,  равно  какъ  и  точка  О,  пре- 
сѣчеше  горпзонтальныхъ  слѣдовъ  П  2,  У  X  данныхъ  плоскостей,  ибо  слѣды 
плоскости  суть  прямыя  въ  оной  находящіяся  5  изъ  сего  слѣдуетъ,  что  вер- 
тикальная проэкі^ія  точкп  ^,  то  есть  самая  сія  точка  ^,  и  вертикальная 
проэкція  точки  О,  то  есть  точка  V,  будутъ  принадлежать  вертикальной 
проэкціи  пскомаго  пресѣченія. 

И  такъ  прямая  ^  Р,  проведенная  чрезъ  точку  пресѣченія  Р  вертикаль- 
ныхъ слѣдовъ  данныхъ  плоскостей,  и  чрезъ  вертикальную  проэкцію  Р  точки 
пресѣченія  О  горпзонтальныхъ  слѣдовъ  тѣхъ  же  плоскостей,  будетъ  верти- 
кальною проэкфею  искомой  прямой  пресѣченія. 

Основываясь  на  подобномъ  предъ идущему  разсуждепіи,  усмотрим ъ  ,  что 
прямая  О  Р',  проведенная  чрезъ  точку  пресѣченія  О  горпзонтальныхъ  слѣдовъ 
данныхъ  плоскостей  и  чрезъ  проэкцію  горизонтальную  Р  точки  прссѣченія 
вертикальныхъ  сдѣдовъ  тѣхъ  же  плоскостей,  будетъ  горизонтальною 
проэкціею  искомой  прямой  пресѣченія. 
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Прпбавлепге.  Когда  бы  требовалось  построить  прямую  пресѣченія 
плоскостей  (/^  ІТ,  Ъ  II)  и  {х  О,  х  Іі),  коихъ  всѣ  слѣды  пресѣкаются  въ  общей 
пмъ  точкѣ  V)  на  осп  проэкиіій,  тогда  бы  усмотрѣлп,  что  точка  О  будетъ 
прпнадлеяіать  искомому  пресѣченію ,  а  посему ,  находясь  на  оси  проэкцій, 
будетъ  принадлежать  какъ  горизонтальной,  такъ  и  вертикальной  проэкг(іи 
онаго.  Для  построенія  сего  пресѣченія  проводится  плоскость  (К  У,  X'  У) 
параллельная  данной  плоскости  [х  \]^эс  II)  *)  чрезъ  какую  ни  есть  точку  У 
оси  проэкціи  5  строится  пресѣченіе  (О  Р',  ^  Р)  сей  плоскости  съ  данною  пло- 
скостію  (X  II,  7І  \У)'і  искомое  пресѣченіе  будетъ  сему  параллельно,  ибо  сіп  двѣ 
прямыя  суть  пресѣченія  параллельными  между  собою  плоскостями  {х  II.  х  II) 
п  (ХУ,  Х'У)  третьей  плоскости  (2  11,  Ъ  II).  И  такъ  прямая  II  ^,  проведенная 
чрезъ  точку  II  параллельно  вертикальной  проэкфи  Р  ^  вспомогательнаго  пре- 
сѣченія,  будетъ  вертикальною  проэкціею,  а  прямая  II  проведенная  чрезъ 
точку  II  паралллельно  горизонтальной  проэкі^іи  Р  О  вспомогательнаго  пресѣ- 
ченія,  будетъ  горизонтальною  проэкціею  пскомаго  пресѣченія. 

Относительно  къ  прямой  пресѣченія  двухъ  плоскостей  (М'  О',  М'  ^')  и 
(О'  М,  М  Гѵ),  коихъ  вертикальные  слѣды  перпендикулярны  къ  оси  проэкцій, 
замѣтпмъ,  что  такъ  какъ  плоскости  сіи  по  заданію  перпендикулярны  къ  гори- 
зонтальной плоскости  проэкцій  (15),  то  сія  прямая  пресѣченія  будетъ  также 
перпендикулярна  къ  сей  горизонтальной  плоскости,  а  потому  будетъ  про- 
ѳктороваться  горизонтально  въ  одной  точкѣ,  а  вертикально  въ  прямой  пер- 
пендикулярной къ  осп  проэкцій  (11);  при  томъ  сія  прямая  проходитъ  чрезъ 
точку  (О',  Гі),  слѣдовательпо  ея  горизонтальная  проэкція  будетъ  точка  О', 
а  вертикальная  —  прямая  К  5. 

Относительно  къ  прямой  пресѣчепія  плоскостей  (М"Т,  М"ІІ)  п  о), 
гоъ  коихъ  вторая  плоскость,  пмѣя  горпзонтальнымъ  слѣдомъ  прямую  п  о 
параллельную  оси  проэкцій,  будетъ  параллельна  вертикальной  плоскости 
проэкцій,  замѣтимъ,  что  сіе  пресѣчеиіе,  находясь  въ  сей  плоскости ,  будетъ 
прямою  параллельною  вертикальной  плоскости  проэкі^ій,  а  находясь  при  томъ 
въ  плоскости  (М "  Т,  М"  П)  будетъ  параллельна  вертикальному  слѣду  М  II  сей 

*)  Слѣды  двухъ  параддельныхъ  плоскостеіт,  на  той  же  плоскости  проэкцій,  параджельиы  между 
собою^  ибо  оные  сушь  пресЬченія  двухъ  парадлельныхъ  между  собою  пдоскостей  съ  третьего  пло- 
скоспIІю^  то  есть  съ  плоскостію  проикцій.  Основываясь  на  оемъ^  пряшля :  XV  параііельиа  Ж  II, 
и       V  парадле.и.на  х'  \5, 
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п.юскостіі.  Искомая  прямая  доляша  пройти  чрезъ  точку  (/г,  ^),  слѣдопательно 
ея  вертикальная  проэкція  будетъ  прямая  КМ,  параллельная  вертикальной 
П]юэкцііі  слѣда  м  и,  то  есть  самому  сему  слѣду,  а  горизонтальная проэкі][{я 
будетъ  прямая  п  о,  параллельная  горизонтальной  проэкціи  сего  слѣда ,  то 
»  есть  оси  проэкцій. 

Основываясь  на  подобномъ  сему  разсужденіи,  усмотримъ,  что  пресѣченіе 
плоскостей  (М  'Г,  М"С)  п  (8  0),  пзъ  коихъ  послѣдняя  параллельна  горпзоиталь- 
ной  плоскости  проэкцій,  будетъ  прямая  (У  А,  8  О). 

Относительно  къ  пресѣченію  плоскости  {x^,у^)^  перпендикулярной, 
по  задаиію,  къ  горизонтальной  плоскости  проэкцій,  съ  какою  бы  то  ни  было 
плоскостію  (//  о,  8'  о)  параллельною  оси  лроэкцій  (15),  зЭхМѣтимъ,  что  проэк- 
ція  вертикальная  Ьи  сего  пресѣчеиія  опредѣлится  по  общему  построенію, 
а  проэкіція  горизонтальная  будетъ  самый  слѣдъ  ху  заданной  плоскости,  ибо 
сія  плоскость  заключаетъ  въ  себѣ  прямую  пресѣченія,  и  при  томъ  перпеи- 
дпкулярна  къ  горизонтальной  плоскости,  слѣдственно  будетъ  горизонтально 
проэктирующею  плоскостію  сію  прямую. 

23.  Чрезъ  данную  точку  (А,  А  )  провести  плоскость,  параллельную  данной 
плоскости  (ММ,  ММ'),    (фиг.  11). 

Искомая  плоскость  должна  быть  параллельна  данной  плоскости,  почему 
ея  слѣды  будушъ  параллельны  слѣдалъ  данной  плоскости,  па  тѣхъ  же  цлос- 
костяхъ  проэкцій ;  и  такъ  ,  для  опредѣленія  пололхенія  искомой  плоскости 
остается  построить  одну  изъ  точекъ,  прщіадлеліащихъ  ея  слѣдамъ.  Поелику 
искомая  плоскость  проходитъ  чрезъ  данную  точку  (А,  А  )  и  параллельна 
даниоіі  плоскости,  то  и  долаша  будетъ  содержать  прямую  (А^у,  А/;)  парал- 
лельную вертикальному  слѣду  (ЛТл",  ММ  )  сей  данной  плоскости  и  проходящую 
чрезъ  данную  точку  ,  а  поссхчу  точка  ^^  пресѣченіе  сей  прямой  съ  горизон- 
тальною плоскостію,  будетъ  принадлеліать  горизонтальному  слѣду  искомой 
плоскости.  При  томъ  оный  слѣдъ  доляхснъ  быть  параллелепъ  горизонталь- 
ному слѣду  ММ  данной  плоскости,  слѣдовательно  будетъ  прямая  <7  Б,  а  пря- 
мая параллельная  вертикальному  слѣду  ММ'  данной  плоскости  и  прохо- 
дящая, при  томъ,  чрезъ  точку  К,  будетъ  вертикальнымъ  слѣдомъ  искомой 
плоскости. 

Прибавяекіс  і.    Замѣтимъ,  что  прямая  (А  Р,  А'  ^)  прокеденная  чрезъ  дан- 
ную точку  (А,  А  )  парал.іельно  горизонтальному  сіѣду  (ММ,  Мл-)  данной  пло- 
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скости,  будетъ  гаакже  заключаться  въ  пскомой  плоскости,  а  посему  точка 
пресѣченія  ея  ^  съ  вертикальною  плоскостію  проэкі^ій,  долдіна  находишься 
на  построенномъ  уяіе  нами  вергапкальномъ  слѣдѣ  В.д  искомой  плоскости. 

Прибиваете  2.  Когда  дана  какая  ни  есть  плоскость  (с^І\,Ѵ\д'),  то  для 
заданія  какой  ни  есть  точки,  находяш^ейся  въ  сей  плоскости,  должно  удовле- 
творить тому  усдовію,  чтобы  сія  точка  находилась  на  одной  пзъ  прямыхъ 
заключающихся  въ  сей  плоскости.  Для  прояеденія  таковой  прямой  изби- 
рается гдѣ  ни  есть  на  вертикальномъ  слѣдѣ  К  д'  данной  плоскости  точка 
чрезъ  сію  точку  проводится  прямая  (^А.',  РА)  параллельная  горизон- 
тальному слѣду  (К<7,  К.г)  данной  плоскости.  Сія  прямая  будетъ  находиться 
въ  сей  плоскости,  ибо  проходптъ  чрезъ  точку  оной  (Р,  ^)  п  параллельна 
прямой  (К  В  ас)  въ  сей  плоскости  находяш;ейся  *,  изъ  чего  и  слѣдуетъ,  что 
точка  (А,  А'),  гдѣ  ни  есть  на  сей  прямой  ((^  А ,  Р  А)  взятая,  будешь  искомою 
точкою . 

Сей  ліе  вопросъ  можегаъ  быть  разрѣшенъ  проведеніемъ  чрезъ  какую  нп 
есть  точку  (д,  р)  горпзонтальнаго  слѣда  данной  плоскости,  прямой  [дА,рк) 
параллельной  вертикальному  слѣду  сей  плоскости ;  ибо  и  сія  проведенная 
прямая  опредѣлитъ  рядъ  точекъ,  прпнадлежащихъ  данной  плоскости,  въ  чемъ 
увѣримся  предъидущпмъ  разсужденіемъ. 

Замѣтимъ  ешіе  ,  что  вопросъ  можетъ  быть  разрѣшенъ  пресѣкая  данную 
плоскость  плоскостями,  для  большей  простоты,  пли  перпендикулярными  къ 
вертикальной,  или  перпендикулярными  къ  горизонтальной  плоскости ;  іірссѣ- 
ченія  всѣхъ  сихъ  плоскостей  съ  данною  опредѣляюшъ,  калідое,  по  ряду  то- 
чекъ, находящихся  въ  данной  плоскости. 

Лрилігъганіе.  Есшьли  задана  горизонтальная  проэкція  Л  точки,  находя- 
щейся въ  данной  плоскости  (^В,Гі^'),  и  должно  опредѣлншь  вертикальную 
проэкцію  а'  таковой  точки,  то  для  сего  употребляется  обратное  излоліен- 
ному  сшроеніе,  то  есть,  проводится  прямая  А  Р,  параллельно  горизонталь- 
ному слѣду  ^  К  данной  плоскости  •,  изъ  точки  Г  возсшавляегася  перпендпку- 
ляръ  1'  ^  къ  оси  проэкцій*,  чрезъ  точку  ^  проводится  прямая  9  А  параллель- 
ная оси  проэкцій:  точка  А'  пресѣченія  сей  прямой  съ  перпендикуляромъ  А  А 
къ  оси,  будетъ  искомою  вертикальною  проэкціею. 

Подобное  сему  сшроеиіе  употребляется  для  опредѣленіл  ,  по  вертикаль- 
ной проэкщіи  А'  какой  пи  есть  точки ,  заключающейся  въ  данной  плоскости 
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горизонтальной  проэкціп  А  сеіі  точки :  сіе  построеніе  означено  чешыре- 
уго.іьнпкомъ  А'рі]Х. 

24.  Дана  плоскость  (КУ,  ХУ)  и  точка  (А,  А')  на  опой  (23),  совмѣстпть 
сію  плоскость  н  точку  съ  одною  пзъ  плоскостей  проэкцій  («мг.  12). 

Совлітыцепіе  съ  п.гос/.ос/пио  ве/тгикальпо/о.  Данная  точка,  совмѣш;аясь  съ 
вертикальною  плоскостію,  опншетъ  дугу,  находящуюся  въ  плоскости  сей 
точки,  перпендикулярной  къ  вертикальному  слѣду  данной  плоскости.  Радіусъ 
сей  дуги  будетъ  разстояніе  данной  точки  отъ  вертнкалыіаго  слѣда  данной 
плоскости,  п  при  томъ  будетъ  діаходпться,  какъ  мы  сказали,  въ  упомянутой 
нами  перпендикулярной  плоскости*,  ц^ентръ  сей  дуги  будетъ  въ  точкѣ  пре- 
сѣчепія  веріппкальныхъ  слѣдовъ  Спхъ  двухъ  плоскостей. 

Плоскость,  въ  коей  происходить  совмѣщеніе,  перпендикулярна  къ  верти- 
кальному слѣду  XV'  данной  плоскости,  при  томъ  оная  проходитъ  чрезъ  дан- 
ную точку,  слѣдовательно  вертикальный  ея  слѣдъ  будетъ  прямая  А.'  А'",  опу- 
щенная перпендикулярно  на  сей  слѣдъ  пзъ  вертикальной  проэкціи  А'  данной 
точки  і  и  такъ  точка  въ  совмѣщепіи  будетъ  находиться  на  сей  прямой  А'А  ". 
Центръ  дуги,  описанной  сею  точкою,  будетъ  точка  пресѣченія  (  Двухъ 
с.іѣдовъ  :  Х\ '  п  А'а"  ,  а  радіусъ,  прямая  ,  ппотенуза  прямо-угольнаго  тре- 
угольника, коего  одипъ  катетъ  будетъ  разстояніе  А  і  вертикальной  проэкціи 
а'  данной  точки  до  слѣда  данной  плоскости,  а  другой  катетъ,  вертпкально- 
проэктирующая  лингя  А' 5  {—рА)  данную  точку,  и  такъ  на  дугѣ  8  0'А  "  бу- 
детъ данная  точка  въ  совмѣщеніи;  поелику  же  оная  находится  и  на  прямой 
а'а  ' ,  то  совмѣщеиная  точка  и  будетъ  въ  общей  точкѣ  А  "  спхъ  двухъ  лпній. 
Вообразивъ,  что  все  строеніе  приведено  въ  настоящее  его  положеніе  въ  про- 
странствѣ,  то  есть  на  плоскость  А  А  перпендикулярную  къ  вертикальному 
слѣду  даішой  плоскости,  получимъ  ясное  поняпііе  о  семъ  совмѣщеніп. 

Совлітьщетв  съ  горизонтальною  іглоскостио.  Совмѣщеніе  данной  точки 
будетъ  происходить  въ  плоскости,  проведенной  чрезъ  сію  точку  перпендику- 
лярно къ  горизонтальному  слѣду  XV  данной  плоскости,  то  есть  въ  плоско- 
сти, коей  горизонтальный  слѣдъ  будетъ  прямая  АА'  перпендикулярно  къ 
слѣду  ХУ,  пзъ  горизонтальной  проэкціи  А  данной  точки  возставлеиная ;  и 
такъ  данная  точка  упадетъ  на  сей  слѣдъ  АА'  .  По  подобному  предъидущему 
разсужденію  усмопіримъ,  что  точка  і  будетъ  ценпіромъ  дуги  80 А  ,  описан- 
ной, въ  проведенной  плоскости  А  А",  данною  точкою,  а  ^8,  ипотенуза  прямо- 
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угольнаго  треугольника ,  коего  одіінъ  катетъ  А^,  дрз^гоя ,  горазонпталыіо- 
проэкпшрующая  лііпія  А8  А'уу),  будетъ  радіусомъ  •,  ц  птакъ  точка  А пре- 
сѣчепіе  днухъ  упомянутыхъ  липій,  будетъ  данною  точкою ,  при  совмѣщеніп 
сей  последней  п  данной  плоскосшп  съ  горизонтальною  плоскостію  проэкі](ій. 
ІГолучпмъ  ясное  понятіе  о  семъ  совліѣщеніп ,  вообразпвъ ,  что  построеніе 
А"/А80  поднято  бъ  принадлежащую  оному  плоскость  АА.  ",  перпендикуляр- 
ную къ  прямой  ХУ,  п  проходящую  чрезъ  данную  точку,  а  потому  п  чрезъ 
горизонтальную  ея  проэкцію  А. 

Прибпвлегйе  1.  Когда  дана  плоскость  (ХУ,  ХУ  )  и  точка  прпнадлеяіа- 
щая  сей  плоскости,  при  совмѣщеніи  ея,  на  примѣръ,  съ  горизонтальною  пло- 
скостію  проэкцій,  и  требуется  опредѣлить  настоящее  положение  сей  точкп, 
то  есть  то,  въ  которомъ  оная  точка  должна  находиться,  когда  будетъ 
приведена  съ  содерл;ащею  ея  плоскостію  въ  ея  пололіеніе  въ  пространствѣ : 
тогда  избирается  гдѣ  ни  есть  въ  данной  плоскости  точка  (А,  А);  строится 
по  предъпдущему  точка  А  ",  ея  совмѣщеніе  съ  горизонтальною  плоскостію. 
ІІзъ  точки  \і  проводится  прямая  Ътд,  перпендикулярно  къ  горизонтальному 
слѣду  ХУ:  на  сей  прямой  доллоіа  находиться  горизонтальная  проэкція  пско- 
маго  положенія  точки  Ь.  При  томъ,  поелику  плоскость,  въ  которой  совмѣ- 
щалась  точка  Ь,  и  плоскость,  въкоей  совмѣщалась  точка  А  ,  перпендикулярны  къ 
той  ;ке  прямой  ХУ,  а  потому  параллельны,  то  пресѣченію  ^8,  плоскости  совмѣ- 
'  щенія  точки  А"  съ  плоскостію  (ХУ,  ХУ  ),  будетъ  параллельно  пресѣчепіе  плос- 
кости совмѣш,енія  точки  Ь,съ  данною  плоскостію  (ХУ,  ХУ  )  *,  слѣдовательно,  про- 
ведя пзъ точки  т  прямую  т /г, параллельно із,  получимъ  прямую,  которая, будучи 
поднята,  пройд етъ  чрезъ  точку  Ь  въ  настоян^емъ  положеніи.  Радіусъ  дуги,  опи- 
санной точкою  Ь,  при  совмѣщепіи  есть  /?гЬ*,  слѣдовательно,  взявъ  тл  ~Ът,  по- 
лучимъ точку  71,  которая  ,  будучи  поднята,  будетъ  настоящпмъ  полояіеніемъ 
точки  Ь,  а  посему  перпендпкуляръ  п  д  опредѣлитъ  точку  горизонтальную  про- 
экцію  данной  точки  Ь,  въ  ея  настоящемъ  положеніп.  Вертикальная  яіе  проэкг^ія 
искомаго  пололченія  должна  находиться  на  перпенднкулярѣ  къ  оси  проэк- 
цій,  и  при  томъ  въ  разстояніи  отъ  оси  проэкцій,  равномъ  длинѣ  вертикально 
проэктпрующей  лииіи,  которая  есть  катетъ  п^;  слѣдовательно ,  отложивъ 
^(^'~п^,  построимъ  точку  д',  вертикальную  проэкі^ію  точки  Ъ,  въ  насто- 
ящемъ пололіеніп.  Лішо,  что  прямая  (д/і,  ^У),  проведенная  чрезъ  построен- 
ную нами  предъ  сииъ  точку  (</,  у),  показываюіцую  настоящее  положеніе 
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точки  Ь,  параллельно  горизонтальному  слѣду  (XV,  Хс)  даниоіі  плоскости, 
долліна  находиться  въ  сей  плоскости,  а  посему  пресѣчь  лертпкальную  пло- 
скость проэкцій  на  вертпкальномъ  слѣдѣ  ХУ'  данной  плоскости;  сіе  можетъ 
послуліпть  поііі;ркою  нзлоліепнаго  строенія. 

Тотъ  ліѳ  самый  способъ  послужптъ  къ  построенію  настоящаго  поло- 
ліспіл  точки  ,  данной  въ  ея  солмѣщенін  съ  вертикальною  плоскостію  проэк- 
і^іи,  п  разумѣется,  когда  дана  при  томъ  плоскость,  въ  которой  долліна  на- 
ходиться сія  точка  въ  настоящемъ  ея  пололіеніи. 

Прибавленіс  2.  Когда  бы  плоскость,  предлояіенная  для  совмѣщенія,  па 
прпмѣръ  съ  вертикальною  плоскостію  проэкі](іи,  была  (фнг.  12  Ыз.)  плоскость 
{Ьа,аЬ'),  а  точка  въ  оной  (С,  с),  тогда  усмотрели  бы,  что  сія  плоскость 
перпендикулярна  къ  осп  проэкфй,  а  потому  іі  пзмѣненія  общаго  построенія 
должны  слѣдовать  пзъ  сего  частнаго  пололіенія  заданной  плоскости.  Пло 
скость,  въ  которой  будетъ  производиться,  въ  семъ  случаѣ,  совмѣщеніе,  бу- 
детъ  плоскость  с  сі,  параллельная  горизонтальной  плоскости  проэкцііі на 
прямой  ссі  будетъ  находиться  совмѣщенная  точка.  Центръ  дуги,  описанной 
точкою  (С,  с)  при  совмѣщеніи,  будетъ  вертикальная  проэкція  (С,  а)  сей  точки, 
а  радіусъ  вертикально  проэктирующая  оную  линія,  равная,  какъ  пзвѣстпо, 
ас:  и  такъ  горизонтальная  проэкція  круга  сопмѣщенія  будетъ  сосі',  верти- 
кальная же  С  сі.  Совмѣщенная  точка  будетъ  посе.му  находиться  въ  точкѣ  (I, 
коей  горизонтальная  проэкція  </,  а  вертикальная,  то  есть  самая  сія  точка, 
на  прямой  ССІ;  изъ  построенія  слѣдуетъ,  что  для  опредѣленія  совмѣщенія  за- 
данной таковымъ  образомъ  точки  (С,  с)  доляіно  по  перпендикуляру  пзъ  верти- 
кальной проэк^ціи  С,  къ  вертикальному  слѣду  ад'  ея  плоскости  возстановленному, 
отложить  длину  СсІ,  равную  ея  вертикально-проэктирующей  лпніи  ас. 

Таковымъ  же  образохмъ,  для  совмѣщенія,  съ  горизонтальною  плоскостію, 
данной  точки  (С,  с')  съ  ея  плоскостііо  [ад,  ад),  должно  по  перпендикуляру 
ссГ  отлолшть  длину  с  с(  равную  горизонтально  проэктпрующеи  лпніи  сію 
точку,  то  есть  части  аС:  конецъ  сі"  отложенной  длины  будетъ  точкою 
совмѣіценія. 

Прилітыаіие.  Мы  сказали  (11),  что  для  опредѣленія  положенія  прямой, 
заданной  двумя  ея  проэкціями,  перпендикулярными  къ  осп  проэкцій  и  сходя- 
щимися въ  той  же  точкѣ  на  оси,  должно  задать  двѣ  точки  сей  прямой  ; 
посыотрпмъ  теперь ,   какъ  опредѣлптся  положеніе  таковой  прямой  посред- 


ствомъ  сего  заданія.  Пусть  (С,  с)  п  {е,е)  представляюгаъ  точки,  прішад.іе- 
жащія  таковой  прямой;  вообразимъ  проэктпрующую  плоскость  сію  прямую: 
оная  плоскость  (ад,аЬ  )  будетъ  перпендикулярна  къ  оси  проэкцій.  Совмѣ- 
стимъ  сііо  плоскость  и  двѣ  точки  (С,  с ),  (е,  е)  заданной  прямой,  на  примѣръ 
съ  плоскостію  вертикальною*,  по  предъидупцему  сіи  точки  въ  совмѣщеніп 
будутъ  въ  б/  и  /;  и  такъ,  заданная  прямая  будетъ  (I/,  точка  ея  пресѣченія 
съ  вертикальною  плоскостію  будетъ  о,  а  уголъ  составляемый  оною  съ  сею 
же  плоскостію  сіоі?'. 

Совмѣп^ая  точки  (С,  с  ),  (е,  е)  заданной  прямой  съ  плоскостію  горизон- 
тальною ,  совершенно  по  подобному  предъидущему  строенію ,  опредѣлимъ 
точку  ея  пресѣченія  съ  сею  плоскостію,  п  уголъ,  подъ  коимъ  заданная  пря- 
мая пресѣкаегаъ  сію  плоскость,  Изъ  сего  видно,  что  положеніе  прямой  со- 
вершенно опредѣлится  двумя  ея  точками  (С,  с')  и  (е,  е). 


Л  р  и  Л  О  ж  е  н  і  л. 

25.  Пргіложеніе  I.  Даны  двѣ  пресѣкающіяся  прямыя,  построить  пло- 
скость проходящую  чрезъ  оныя 

Дашіыя  прямыя  должны  находиться  въ  искомой  плоскости;  почему  [точки 
ихъ  пресѣченія  съ  горизонтальною  плоскоспіію  проэкіцій  будутъ  прпнадле- 
ліать  горизонтальному  слѣду  искомой  плоскости.  И  такъ  горизонтальный 
слѣдъ  опредѣлишся  сими  двумя  точками  пресѣченія. 

Дааныя  прямыя  должны  находиться  въ  искомой  плоскости;  почему  точки 
ихъ  пресѣченія  съ  вертикальною  плоскостію  проэкцій  будутъ  принадлежать 
вертикальному  слѣду  искомой  плоскости.  И  гаакъ  вертикальный  слѣдъ  пско- 
мои  плоскости  опредѣлпшся  сиші  двумя  точками  пресѣченія. 

*)  Такъ  какъ  точка,  общая  двумъ  даннымъ  прямымъ,  должна  проэі;тііроваться  вертикально  въ  прс- 
сѣчсніе  вергаикал;ьныхъ  лроэкцій  сихі.  прямыхъ,  а  горизонтально  въ  пресѣченіс  горизоита.іьныхъ 
проэкцій  сихъ  прямыхъ,  н  такъ  какъ  сіи  два  П])ссѣченія  должны  принадлежать  проэкціямъ  шон 
же  точки,  то  есть  точки  пресѣчснЬг  двухъ  данныхъ  прямыхъ,  то  явно,  что  прямая,  соединя- 
юиі(ая  сіи  два  пресѣченія,  должна  быть  перпендикулярна  къ  оси  проэкі^ій.  Всякое  заданіе,  іе 
удовлепіворяющес  сему  условію,  представить  двѣ  непресѣкающіяся  прямыя,  и  разрѣшеніе  вопроса 
будетъ  невозможно. 
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Явно,  что  построенные  сл  Ьды,  принадлежа  той  же  плоскости ,  доллшы 
пстрѣтить  ось  проэкг(ій  въ  той  ліе  точкѣ. 

Прибавленіе.  Когда  заданныя  прямыя  не  пресѣкаіотъ  плоскостей  про- 
экцій  на  тѣхъ  прострапствахъ,  кои  взяты  въ  черте;кѣ  для  озпачепія  сихъ 
плоскостей,  тогда  сіи  прямыя  могутъ  быть  замѣнены  двумя  системами  пря- 
мыхъ.  Одна  система  будетъ  состоять  пзъ  прямыхъ,  протянутыхъ  пзъ 
точекъ  первой  прямой  параллельно  второй,  другая  ліе  пзъ  прямыхъ  прове- 
денныхъ  чрезъ  вторую  прямую  параллельно  первой,  Всѣ  таковыя  прямыя 
будутъ  находиться  въ  искомой  плоскости^  пбо  проведены  чрезъ  точки,  при- 
надлеліащія  сей  плоскости,  параллельно  прямой,  въ  оной  плоскости  находя- 
щейся. Можно  такліе  употребить  третію  вспомогательную  систему  пря- 
мыхъ, которыя  должны  соединять,  каждая  по  двѣ  точки,  пзъ  которыхъ  одна 
принадлелштъ  одной,  а  другая  точка  —  другой  заданнымъ  прямымъ. 

26.  Праложепіе  П.  Построить  плоскость,  проходящую  чрезъ  три 
данныя  точки. 

Три  данныя  точки  должны  находиться  въ  искомой  плоскости ;  почему 
п  прямыя,  соедпняющія  три  данныя  точки,  по  двѣ,  бу дутъ  припадлеліать 
искомой  плоскости.  И  такъ  построеніе  искомой  плоскости  будетъ  приве- 
дено къ  построенію  плоскости,  проходящей  чрезъ  двѣ  пресѣкающіяся  прямыя. 
(Прил.  I.) 

27.  Приложенге  III.  Даны :  плоскость  и  прямая  въ  сей  плоскости  *, 
совмѣстить  сіп  :  плоскость  и  прямую  съ  одною  изъ  плоскостей  проэкцій  *}. 

Совлітъщеіие  съ  вертикальною  плоскосіпііо.  Данная  прямая  въ  совмѣщеніп 
пройдетъ  чрезъ  всѣ  ея  совмѣщенныя  точки  ;  почему  положеніе  сей  прямой 
въ  совмѣщеніи  определится  двумя  ея  точками. 

И  такъ,  возмемъ  произвольно  на  данной  прямой  двѣ  точки  совмѣстимъ 
сіи  точки  съ  вертикальною  плоскостію  проэкі][ій  (24)',  чрезъ  совмѣщенныя 
точки  проведемъ  прямую,  которая  и  будетъ  искомою  совмѣщепною  прямою. 

Такъ  какъ  всѣ  точки  вертцкальнаго  слѣда  заданной  плоскости,  при  совмѣ- 
щеніп  сей  плоскости  съ  вертикальною,  остаются  неподвплшымп  ;  то  и  точка 


')  Чтобы  прямая  находн.іась  въ  заданной  пдоскостн,  должно,  чтобъ  омля  встрѣчала  плоскости 
проэкцш  въ  точкахъ,  находящихся  на  схіідахъ  ел  содержішой  пдоскоспіи ;  тогда,  нмѣя  съ  осю 
пдоскостію  сін  двѣ  общія  точки,  прямая  совпадстъ  сь  оною. 
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пресѣченія  данной  прямой  съ  спмъ  вертикальнымъ  слѣдомъ,  іпо  есть  съ  вер- 
тикальною плоскостію ,  останется  неподвиліноіо  ;  почему  совмѣщениая  пря- 
мая п  должна  пройти  чрезъ  сію  точку. 

Совжгъщеніе  сь  горизонтаяьною  плоскостію.  Основываясь  на  подобномъ 
предъидущему  разсуяіденііі,  постропмъ  совмѣщенную  прямую  на  сей  плоско- 
сти ,  взявъ  двѣ  произвольньтя  точки  на  данной  прямой,  совмѣстпвъ  пхъ  съ 
горизонтальною  плоскостію,  и  проведя  чрезъ  совмѣщепныя  точки  прямую. 

Совмѣщенная  прямая  съ  горизонтальною  плоскостію  ,  должна  пройти 
чрезъ  точку  ея  встрѣчи  съ  горпзонтальнымъ  слѣдомъ  данной  плоскости, 
содержащей  сію  прямую,  ибо  всѣ  точки  сего  слѣда,  при  семъ  совмѣщеніи, 
остаются  неподвижными. 

28.  Пргіложсніе  IV.  Построить  треугольнпкъ,  коего  бы  вершины  на- 
ходились въ  трехъ  данныхъ  точкахъ. 

Рплиеше  1.  Три  данныя  точки  соединяютъ  прямыми  *,  тогда  искомый 
треугольнпкъ  опредѣлится  двумя  его  проэкціями :  вертикальною  и  горизон- 
тальною. Строятъ  настоящія  длины  сторонъ  сего  треугольника  (19) ;  изъ 
сігхъ  построенныхъ  длинъ  составляютъ  треугольнпкъ,  который  и  будетъ 
нскомымъ  треугольникомъ. 

Ртъшеніе  і.  Чрезъ  три  данныя  точки  проводятъ  вспомогательную  пло- 
скость (Прилож.  II.);  совмѣщаютъ  сію  вспомогательную  плоскость  и  три 
ея  данныя  точки  съ  одною  изъ  плоскостей  проэкцій.  Совмѣщеиныя  точки 
соединяютъ  прямыми,  кошорыя  и  сосшавятъ  искомой  треугольнпкъ,  ибо 
взаимное  полояіеніе  вершпнъ  треугольника  не  перемѣняется  при  совмѣщеніи. 

Прибавлеиге  Когда  три  данныя  точки  будутъ  находиться  въ  плоскости, 
перпеидпкулярпой  къ  оси  проэкцій,  тогда  построеніе  треугольника  весьма  со- 
кратится, ибо  совмѣщеиіе  оиыхъ  трехъ  точекъ  будетъ  гораздо  простѣе. 
(24,  Прибавленіе  2.) 

Есгпьлп  бы  искомой  треугольнпкъ  находился  въ  плоскости ,  перпендику- 
лярной къ  одной  изъ  плоскостей  проэкцій,  на  примѣръ  къ  вертикальной, 
тогда,  при  совмѣш,епіц  сей  плоскости  съ  вертикальною  ,  построили  бы  сей 
треугольнпкъ,  отлоліивъ  по  перпендикулярамъ  къ  вертикальному  слѣду,  изъ 
вертикальныхъ  проэкцій  данныхъ  точекъ  возставленнымъ,  соошвѣтственно, 
длины  вертикально-проэктирующихъ  лпній  три  данныя  точки?  треугольнпкъ, 
соединяющій  концы  спхъ  длинъ,  бы.іъ  бы  искомымъ.    Ибо  тогда,  верппшальпо 
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проѳкпіпрующія  ЛППІ1І  гарехъ  даішыхъ  іпочекъ,  находятся  въ  нхъ  плоскости, 
перпендикулярны  къ  пертпкальной  плоскости  ,  пресѣкаютъ  оную  плоскость 
на  слѣдѣ  плоскости  трехъ  точекъ,  въ  точкахъ  ,  составляю щііхъ  вертикаль- 
ныя  проэкціи  даиныхъ  трехъ  гпочекъ  •,  почему  сіи  послѣднія  точки  пресѣче- 
нія  будуть  центрами  ,  и  соотвѣтственныя  оньшъ  проэктпрующія  линіи 
радіусами  круговъ,  оппсанныхъ  данными  точками  при  семъ  совмѣщеніи  и  на- 
ходящихся въ  плоскостяхъ  ,  перпендикулярныхъ  къ  вертикальному  слѣду 
плоскости  трехъ  точекъ. 

Когда  ,  при  настоящемъ  пололіеніи  заданныхъ  трехъ  точекъ  въ  пло- 
скости перпендикулярной  къ  вертикальной  плоскости  проэкціп  ,  совмѣстимъ 
сію  плоскость  съ  горпзонта.іьною  плоскостію,  тогда  встрѣтимъ  слѣдующія 
измѣнсііія  общаго  строенія.  Круги ,  описанные  прп  совмѣщеніп  тремя  дан- 
ными точками,  находясь  въ  плоскостяхъ  перпендикулярныхъ  къ  горизонталь- 
ному слѣду,  а  посему  параллельныхъ  вертикальной  плоскости  проэкцій, 
проэктируются  на  сію  плоскость  въ  пхъ  настоящпхъ  велпчинахъ:  центры 
сихъ  круговъ,  находясь  на  горнзонтальномъ  слѣдѣ,  перпендикулярпомъ  къ  осж 
проэкцій,  проэктируются  вертикально  всѣ  въ  одну  точку,  то  есть  въ 
точку  пресѣченія  сего  слѣда  съ  осью;  радіусы  сихъ  круговъ,  находясь  въ 
плоскостяхъ  параллельныхъ  вертикальной  плоскости  проэкцій ,  и  въ  плос- 
кости трехъ  точекъ,  перпендикулярной  къ  сей  послѣднен,  проэктируются 
вертикально  въ  настоящихъ  величпнахъ  на  слѣдъ  плоскости  трехъ  точекъ. 
И  такъ,  для  опредѣленія  въ  совмѣщеніи  данныхъ  точекъ,  отлагають  по  пер- 
пендикулярамъ  возставленнымъ  къ  горизонтальному  слѣду  пхъ  плоскости 
нзъ  ихъ  горизбнтальныхъ  проэкцій,  отъ  точекъ  сего  слѣда,  длины  соотвѣт- 
ственно  равныя  разстояніямъ  вертикальныхъ  проэкцій  сихъ  точекъ  до  пре- 
сііченія  вертикальнаго  слѣда  пхъ  плоскости  съ  осью  проэкцій;  концы  сихъ 
длпнъ  соедипяютъ  прямыми,  и  тапимъ  образомъ  опредѣляютъ  искомый  тре- 
угольникъ. 

29.  Приложснге  У.  Построить  уголъ  ,  составляемый  двумя  данными 
прямыми  *}. 


Когда  данныя  прямыя  пс  пресіікугася,  гао  есть  когда  задаиньтя  ихъ  про?і;т],ііі  не  удовлетворять 
усіовііо,  изложенному  въ  прнмѣчлпіи  къ  §  2  5^  тогда,  чшобъ  ииѣшь  проэкціи  угла,  составляемаго 
на.иравленіяіш  двухъ  данныхъ  пр.чмыть,  чрезь  точку,  взятую  гдѣ  ни   есть  на  одной   изь  нихъ. 


Ріьшеніе  1.  Гдѣ  нл  есть  на  данныхъ  прямыхъ  оерутъ  по  точкѣ  ;  сііі 
дпѣ  Бзягаыя  точки  соединяютъ  прямою:  такігмъ  ооразомъ  состакптся  тре- 
угольніікъ,  кершішы  углопъ  коего  будутъ  взятыя  намп  на  данныхъ  прямьтхъ 
точки  ц  точка  пресѣченія  оныхъ.  Строятъ  настоящую  величину  сего  тре- 
угольника (Прпло/К.  ІУ)*,  уголъ  построенпаго  треугольника,  пмѣюпцш  верши- 
ною точку  пресѣченія  данныхъ  пряліыхъ,  будетъ  угломъ  пскомымъ. 

Ргыиеніе  2-  Чрезъ  двѣ  данныя  пресѣкающіяся  прямыя  проводятъ  пло- 
скость; совмѣщаютъ  сію  плоскость  и  сіи  прямыя  съ  одною  пзъ  плоскостей 
проэкцій*,  уголъ,  составленный  совмѣщеннымп  прямыми,  будетъ  угломъ  пс- 
комымъ. 

30.  Прхілооісеніе  VI.  Построить  плоскость,  проходящую  чрезъ  данную 
прямую,  параллельно  другой  данной  прямой 

Искомая  плоскость  должна  проптп  чрезъ  одну  прямую  и  быть  парал- 
лельна другой  прямой почему  оиая  н  будетъ  содерл;ать  прямую ,  проведен- 
ную чрезъ  какую  нп  есть  точку  первой  пряяюй  параллельно  другой  прямой. 
Чрезъ  сіи  двѣ  прямыя:  вспомогательную  и  первую  прямую,  проводятъ  пло- 
скость, которая  п  будетъ  искомою  плоскостію. 

31.  Пргіложеніе  VII.  Построить  плоскость  ,  проходящую  чрезъ  дан- 
ную точку  параллельио  двумъ  данпымъ  прямымъ. 

Искомая  плоскость  должна  пройти  чрезъ  данную  точку  и  должна  быть 
параллельна  дпумъ  данпымъ  прямымъ  ,  почему  оная  п  будетъ  содерл;ать 
прямыя  проведеииыя  чрезъ  данную  точку  параллельно  двумъ  данпымъ  пря- 
мымъ; и  такъ  плоскость,  проходящая  чрезъ  сіи  дпѣ  параліельныя  даннымъ 
прямыя,  будетъ  искомою  плоскостію. 

32.  Приложепіе  VIII.  Построишь  точку  пресѣченія  данной  прямой  съ 
дайною  плоскостію. 


проводяіпъ  прямую  параллельную  другой;  уголъ  сосшавдяемый  сими  послідаими  прямыии  будспіъ 
искомый,  и  построение  настоящей  его  величины,  по  излагаемому,  рѣшишь  вопрісь. 
*)  По  задаиіямъ  двухт.  входящихъ  въ  сей  вопросъ  прямыѵъ  видно,  пресѣкаются  ли  оныя,  н.іии+.піъ; 
ссіиьди  сге  ииѣетъ  мѣсто,  то  плоскость  искомая  пройдешь  чрезъ  обЬ  сіи  прямыя.  Когда  же 
даниыя  п|іямыя  параллельны,  то  всякая  плоскость ,  проведенная  чре.ть  одну  изъ  оныхь,  будсчіъ 
параліельпа  другой,  почему  и  получимъ  ')сччнг«пное  иножссчіво  ])І.шенін,  между  кото])ыми 
частный  случай  представить  піа  изъ  сихь  плоскостей,    которая  будетъ  содержать  обѣ  дапныя 

11[)ЯИЫЯ. 
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Чрсзъ  данную  п^эямую  проподятъ  одну  пзъ  ея  проэктпрующпхъ  пло- 
скостей, на  прнмѣръ  пертпкально-проэктпрующую  плоскость  •,  данная  пря- 
мая, находясь  въ  сей  плоскости  ,  не  пначе  моліетъ  вспірѣтнть  данную  пло- 
скость, какъ  па  пресііченін  проведенной  нами  плоскости  съ  данною  пло- 
скостію.  Строятъ  сію  прямую  пресѣченія  вертикально  проэктирующей  н 
данной  плоскостей:  п  шакъ  на  сей  прямой  будетъ  находиться  искомая  точка 
пресѣченія*,  поелику  ліе  оная  доллиіа  принадлежать  п  данной  прямой,  то  и 
будетъ  точкою  встрѣчп  спхъ  дпухъ  прямыхъ.  Строятъ  сію  точку  встрѣчи, 
которая  п  будетъ  искомою  точкою  пресѣченія. 

Предпололтпъ  ,  что  чрезъ  данную  прямую  проведена  ея  горпзоптально- 
проэктирующая  плоскость,  относительно  къ  сей  плоскости  усмотрпмъ,  что 
не  шіаче,  какъ  па  ея  пресѣченіп  съ  данною  плоскостію  ,  будетъ  находиться 
искомая  точка  пресѣченія.  Почему  сія  точка  н  будетъ  обш,ею  какъ  сей 
прямой  пресѣченія,  такъ  и  данной  прямой',  пзъ  чего  и  слѣдуепіъ,  что  вопросъ 
можетъ  быть  рѣшенъ  п  посредствомъ  горизонтально  -  проэктпрующей  пло- 
скости. Естьлн  Лѵе  построепіе  искомой  точки  имѣло  мѣсто  помошДю  вертп- 
кально-проэктпрующеи  плоскости  данную  прямую,  то  сіе  послѣднее  построе- 
піе  можетъ  слулшть  повѣркою,  и  именно:  вертикальная  проэкція  прямой 
пресѣченія  данной  плоскости,  съ  горпзонтально-проэктиругопі,ею  плоскостію, 
долдіна  пройти  чрезъ  вертикальную  проэкцію  искомой   построенной  точки. 

Приаігъгпиіе.  Основываясь  на  томъ,  что  всякая  прямая  моліетъ  встрѣ- 
тить  плоскость  не  иначе  какъ  на  пресѣченіи  сей  плоскости  съ  плоскостію 
содерліащею  сію  прямую,  усмотримъ,  что  проэктпруюп^ія  плоскости  данную 
прямую,  для  большей  простоты  построснія  взятьтя,  могутъ  быть  замѣнены 
п  какою  пи  есть  плоскостію  содерліащею  сію  прямую  ,  и  тогда  искомая 
точка  пресѣченія  будетъ  общею  точкою :  данной  прямой  п  прямой  пресѣченія 
вспомогательной  плоскости  съ  данною  плоскостію 

33.  Приложеніе  IX.  Чрезъ  данную  точку  провести  плоскость,  перпен- 
дикулярную къ  данной  прямой. 

*)  Избираемая  вспомогательная  пдоскость^  при  построеніи  точки  пресііченія  данныхь  :  прямой  и 
плоскости,  зависитъ  часто  отъ  пространства ^  на  которомъ  требуется  построить  чсртежь^ 
то  есть  должно  удовлетворить  усдовІIО^  по  которому  ея  слѣды  съ  слідаііи  данной  пдоскости^ 
на  га1,хъ  же  пдоскостяхъ  проэкі^ій,  пресѣкутся  въ  пред1і.іах.ъ  сего  пространства. 

* 


^8 

Для  сего  чрезъ  взятую  произвольно  въ  пространсгтінѣ  точку  проподяшъ 
плоскость  перпендикулярную  къ  данной  прямоіі  (21)*,  искомая  плоскость 
должна  быть  перпендикулярна  къ  данной  прямой,  почему  оная  будетъ  па- 
раллельна сей  проведенной  нами  плоскости.  При  томъ,  искомая  плоскость 
должна  пройти  чрезъ  данную  точку;  и  піакъ  постропмъ  плоскость  прохо- 
дящую чрезъ  данную  точку  параллельно  проведенной  плоскости  (23)',  сія 
плоскость  будетъ  искомою  плоскостію. 

34.  Прияожсиіе  X.  Изъ  данной  точки  опустить  перпендикул яръ  на 
данную  прямую. 

Искомый  перпендикуляръ  долліенъ  пройти  чрезъ  данную  точку  и  быть 
пе]эпеидикулярепъ  къ  данной  прямой,  почему  оный  будетъ  принадлежать 
плоскости,  проведенной  чрезъ  данную  точку  перпендикулярно  къ  данной 
прямой*,  строятъ  таковую  плоскость. 

Искомый  перпендикуляръ  долліень  встрѣтить  данную  прямую;  но  оный 
находится  въ  построенной  нами  предъ  снмъ  плоскости  ,  слѣдовательно  не 
иначе  Бстрѣтптъ  данную  прямую  какъ  въ  точкѣ  пресѣченія  построенной 
нами  плоскости  съ  сею  прядіою  ;  строятъ  сію  точку  пресѣченія. 

И  такъ  искомый  перпендику  іярь  проходитъ  чрезъ  сію  точку  пресѣ- 
ченія;  при  томъ  оный  проходитъ  и  чрезъ  данную  точку;  слѣдовательно 
будетъ  прямою  ,  соединяющею  сію  точку  пресѣченія  съ  данною  точкою 

35.  Прилоокеніе  XI.  Чрезъ  данную  прямую  провести  плоскость,  пер- 
пендикулярную къ  данной  плоскости.  '  * 

Искомая  плоскость  должна  пройти  чрезъ  данную  прямую,  при  томъ  дол- 
жна быть  перпендикулярна  къ  данной  плоскости ,  почему  оная  и  будетъ 
содержать  перпендикуляръ,  опущенный  на  данную  плоскость  пзъ  произвольно 
взятой  точки  на  данной  прямой.  Строятъ  сей  перпендикуляръ  ;  плоскость, 
проведенная  чрезъ  оный  и  данную  прямую ,  будетъ  искомою  плоскостію. 

Примтьганіе.  Построенная  плоскость,  будучи  мѣстомь  всѣхъ  перпеидіг- 
куляровъ,  опущениыхъ  пзъ  точекъ  даіпюй  прямой  на  данную  плоскость, 
будетъ  проэктирующею  плоскостію  данную  пряімую  па  данную  плоскость; 

*)  Можно  рѣшить  преддожспиык  вопрось  и  поо}>едствоиъ  совмѣщені.т.  Чрезъ  датіыя  точку  и 
прямую  провссітііс  плоскость.  •Оіфс,?1-.ліпн,  аъ  совмѣщеніи  сей  п.іоскоспіи  съ  ѳдиоіо  нзъ  плоскостей 
проэкцій  даіиіы;Е  :  точку  и  прямую.  Изъ  совмещенной  шочкн  опустить  перпендикуляръ  іга 
оовмііі^енную  прямую.    Сен  перпсиднкуллръ^  поднятый  въ  пространство,  будспіъ  нскомынъ. 
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а  посему  пресѣченіе  построенной  искомой  плоскости  съ  данною  плоскостію 
будетъ  проэкціею  данной  прямой  па  сей  послѣдней  плоскости. 

Когда  данная  прямая  перпендикулярна  къ  данной  плоскости ,  то  самая 

* 

сія  прямая  будепіъ  разрѣшапіь  іюпросъ  ;  ибо  всякая  плоскость  ,  проведенная 
чрезъ  оную,  будешь  искомая,  то  есть  перпендикулярна  кі,  данной  плоскости. 
Слѣды  всѣхъ  спхъ  плоскостей,  на  данной  п лоскосшп,  пройдутъ  чрезъ  общую 
пмъ  точку,  то  есть  чрезъ  точку  пресѣчепія  заданной  прямой  съ  данною 
плоскостію ,  и  точка  сія  будетъ  проэкціею  данной  прямой  на  данной 
плоскости. 

36.  Пріиіожсісіс  XII.  Построить  уголъ,  составляемый  данною  прямою 
съ  данною  плоскостію 

Ргыисліе  1.  Чрезъ  произвольно  взятую  на  данной  прямой  точку  ,  опу- 
стпмъ  перпенднкуляръ  на  данную  плоскость  (21).  Вообразивъ,  что  сей  пер- 
пендикуляръ  и  данная  прямая  продолл;ены  до  пресѣчеиія  пхъ  съ  данною  пло- 
скостію,  усмотрпмъ,  что  сін  дпѣ  точки  просѣченія  и  точка,  нзъ  которой 
опуп^енъ  перпенднкуляръ,  будутъ  вершинами  прямоугольпаго  треугольника, 
въ  которомъ  уголъ,  составленный  проведеннымъ  пернендикуляромъ  и  данною 
прямою,  будешъ  служишь  угломъ  дополненія  до  прямаго  угла,  углу  искомому. 
И  такъ  посшроимъ  сей  уголъ  ,  то  есть  составленный  перпенднкуляромъ  къ 
данной  плоскости  и  данною  прямою  (29)  •,  сей  уголъ  олредѣлишъ  уголъ 
искомый. 

Р/ьшеніе  2.  Чрезъ  данную  прямую  проводяшъ  плоскость  перпендику- 
лярную къ  данной  плоскости  (35).  Строятъ  пресѣченіе  сей  плоскости  съ 
данною  плоскосшію,  и  уголь,  составляемый  данною  прямою  съ  симъ  пресѣче- 
ніемъ  (22  и  29)',  сей  уголъ  бу дегаъ  угломъ  искомымъ. 

*)  Когда  данная  пряиая  парахдехьна  данной  плоскости^  то  замѣтимъ ,  чгао  тогда  чрезъ  данидю 
прямую  моиіно  провести  плоскость,  параллельную  данной  плоскости.  Сія  параллельная  пдогкосшь 
должна  удовлетворять  аіѣдующимъ  условіяэіь:  вертикальный  ея  сдѣдъ  долженъ  і)  пройти  чрезъ  точку 
пресічеиія  данной  прямой  съ  вертикальною  пдоскостію^  и  г)  быть  паралле.іень  вертикальному 
ео-іду  данной  плоскости ;  горизонтальный  слѣдъ  долженъ  з)  пройти  чрезъ  точку  пресѣченія 
данной  прямой  съ  горизонтальною  п.іоскостію,  и  4)  быть  паралледенъ  горизонтальному  слѣду 
данной  плоскости ;  и  з)  слѣды  должны  встрѣгангаь  въ  той  же  точкЬ  ось  проэкцій.  Есть.іи 
изъ  сііхъ  пяти  условій,  удовлегаворивъ  пс])бы5іъ  четьцтсль  ,  каходнмъ  ,  что  я  пятое  удовлетво- 
рится ,  тогда  іт2)ямая  параллельна  данігон  ндоскости  ,  к  въ  сузіъ  оіучаѣ  рѣшеиіе  вопроса  не 
возможно. 
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37.  Приложеліе  XIII.  Построить  уголъ,  составляемый  двумя  данными 
плоскостями. 

Изъ  начальной  Геометріи  пзвѣстно,  что  уголъ  двугранный,  состав- 
ленный двумя  плоскостями,  пзмѣряется  угломъ ,  содерліащпмся  меліду  двумя 
прямыми,  возставленнымп  чрезъ  какую  ни  есть  точку  на  общемъ  пресѣченш 
сихъ  плоскостей,  въ  данныхъ  двухъ  плоскосгпяхъ,  перпендикулярно  къ  сему 
пресѣченііо.    И  такъ,  для  рѣшепія  п^эедложеннаго  вопроса : 

Строятъ  прямую  пресѣченія  дг.ухъ  данныхъ  плоскостеіі  •,  чрезъ  какую 
ни  есть  точку  сего  пресѣченія  проводятъ  плоскость  перпендикулярную  къ 
оному  (33)  *,  строятъ  прямую  пресѣченія  сей  вспомогательной  плоскости  съ 
первою  данною  плоскостію,  п  прямую  пресѣченія  той  же  плоскости  съ 
другою  данною  плоскостію.  Уголъ,  составленный  сими  двумя  прямыми  пре- 
сѣченія,  будетъ  угломъ  пзмѣряющимъ  уголъ  данныхъ  плоскостей  ибо  вспо- 
могательная плоскость  ,  то  есть  плоскость  спхъ  двухъ  прямыхъ  ,  перпенди- 
кулярна къ  прямой  пресѣчепія  двухъ  данныхъ  плоскостей  *,  почему  сіи  двѣ 
прямыя  будутъ  такліе  перпендикулярны  къ  оной  прямой  пресѣченія,  и  при 
томъ  канідая  изъ  нпхъ  находится  въ  соответствующей  оной  данной  плос- 
кости.  Настоящая  величина  помяну«наго  угла  построится  посредствомъ 
вращенія  содержащей  его  вспомогательной  плоскости  на  одну  изъ  плоскостей 
проэкцій.  (29,  Рѣш.  2.) 

Прпбавяепіе.  Можно  такліе  разрѣшпть  предложенный  вопросъ,  построивъ 
уголъ,  составляемый  двумя  перпендикулярами,  изъ  конхъ  каждый  возставленъ 
чрезъ  общую  пмъ  обопмъ  точку  на  пресѣченіи  данныхъ  плоскостей,  къ 
одной  изъ  оныхъ',  ибо  легко  усмотрѣть,  что  сей  уголъ  опредѣлитъ  взаимное 
пололіекіе  сихъ  данныхъ  плоскостей. 

38.  При.южсиіс  ХП-^.  Построить  кратчайшее  разстояніе  между  двумя 
данными  прямыми.    (А.13,  А'В'),  (ВС,  В'С')  (черт.  ѴѴ  Ьи) 


Кратчайшимъ  разстолніемъ  ііоісду  двумя  данными  прямыми  называется  чаешь  прямой,  перпен- 
дикулярной въ  то  же  время  къ  обілімъ^  закдючающался  между  сими  прямыми. 

Когда  прямыя  прс'сѣкаются^  тогда  не  суіцсствусть  кратчаншаго  разсто.гнія  ;  когда  же  парах- 
лельны,  тогда  берется  точка  на  одной  изъ  нихъ,  проводится  чрезъ  оную  перпендикл  ляръ  до  пресі.ченіх 
съ  другою^  который  и  будетъ  посшояинымъ  крагачайшимъ  разстояніемъ  между  сими  прямыми, 
пзъ  чего  и  слѣдуетъ^  что  въ  преддожекномъ  вопрос*  принимаются  пъ  разсуждоніе  прямыя^  не 
встрѣчаіоЦіяся  и  ие  паралде.іьныя. 
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Чрезъ  первую  прямую  (А. В,  Л'В')  проіюдяпіъ  плоскость  (УХ,  ХУ'},  парал- 
лельную г.торой  данной  прямой  (ВС,  ВС).  (Прплолі.  VI.) 

Чрезъ  вторую  прямую  (ВС,  В  С )  проводятъ  плоскость  {1]У,  11 V') ,  пер- 
пендикулярную къ  проведенной  предъ  спмъ  чрезъ  первую  прямую  плоскости. 
(Прплол;.  XI). 

Сіпроятъ  точку  пресѣчепія  (Е,Е)  сей  перпендикулярной  плоскости  съ 
первою  дайною  прямою.  (Прплож.  VIII). 

Изъ  сей  точкп  пресѣченія  (Е,  Е )  возставляютъ  перпендпкуляръ  (ЕР,  Е  Р  ) 
къ  плоскости  (УХ,  УХ)  проведенной  чрезъ  первую  прямую*,  сей  перпендпку- 
ляръ  (ЕЕ,  Е  Е  )  вспірѣтитъ  вторую  прямую  (ВС,  В'С) ,  ибо  оный  находится 
въ  плоскости  проведеиноіі  чрезъ  вторую  прямую  ,  имѣя  съ  сею  плоскостію 
(УѴ,  ІіѴ)  оощую  точку  (Е,  Е)  п  будучи  перпендпкуляренъ  съ  оною  къ  той 
же  плоскости  (УХ,  Х  У  ). 

Строятъ  точку  пресѣчепія  (Е,  Е')  сего  перпендикуляра  со  второю  дан- 
ною прямою;  оный  будетъ  кратчайшимъ  разстояніемъ  меліду  двумя  данными 
прямыми.  Сей  перпендикуляръ  (ЕЕ,  Е  Е  )  :  1)  пмѣетъ  концы  на  кая^дой  пзъ 
дапныхъ  прямыхъ*,  2)  перпендикуляренъ  къ  первой  прямой,  ибо  возставленъ 
перпендикулярно  къ  плоскости,  содержащей  сію  прямую;  3)  перпендикуляренъ 
ко  второй  прямой,  ибо  возставленъ  перпендикулярно  къ  плоскости,  парал- 
лельной сей  прямой.    {Въ  ^і,ополнети  саі.  спіатъуо:  О  гео^гіетртескгіхъ  яиьстахь). 


к  Н  и  г  А  II. 

О  КРИВЫХЪ  ПОВЕРХНОСТЯХЪ. 


Опре^ѣленія^  пербОнаі:алъныл  понятІя,  и  елавнѣйшг/і  свойства 
разсматриваемыхб  поверхностей. 

39.  Проэкціею  кривой  лпніи,  на  какой  нп  есть  плоскости  ,  называется 
линія,  проходящая  чрезъ  проэкціи  всѣхъ  ея  точекъ  на  сей  плоскости.  По- 
чему верлгикалъпал  проэкція  кривой  будетъ  лшіія,  проходящая  чрезъ  верти- 
кальныя  прозкціи  всѣхъ  точекъ  сей  кривой;  а  горизонтальная  проэкція  кри- 
вой будешъ  линія,  проходящая  чрезъ  горпзонтальныя  проэкі^іи  всѣхъ  точекъ 
сей  кривой^ 

40.  Кривая  лпиія  опредѣлена  совершенно ,  когда  даны  двѣ  проэкціи 
оной  5  ибо  сіи  двѣ  проэкціи,  будучи  двумя  системами  точекъ,  находящихся 
на  двухъ  шоскостяхъ  проэкцій,  таковы  ,  что  по  двѣ  соотвѣтствующихъ 
точки  спхъ  спсшемъ  опредѣляютъ  пололіеніе  соотвѣтствуюш,ей  пмъ  точки 
на  кривой,  а  посему  п  самую  кривую  въ  прострапствѣ. 

41.  Крпвыя  липіи  раздѣляются  на  два  рода:  однѣ  пзъ  нихъ  пмѣюгаъ 
свойство,  по  которому  всѣ  пхъ  точки  находятся  въ  той  же  плоскости,  то 
есть,  что  плоскость,  проведенная  чрезъ  три  точки  сихъ  крпвыхъ,  заключаешь 
въ  себѣ  и  всѣ  прочія  точки  оныхъ,  другія  же  имѣютъ  всѣ  пхъ  точки  неиа- 
ходящпмися  въ  той  ;ке  п.шскости,  то  есть,  что  плоскость,  проведенная  чрезъ 
три  точки  таковыхъ  крпвыхъ,  не  заключаешь  всѣхъ  прочпхъ  точекъ  спхъ 
линій.  ГГервыя  кривыя  называются  тиюстыт,  а  послѣднія  кривы^ті  ^волкоіІ 
кривизны.  По  заданію  проэкцій  кривой  можно  судить ,  по  приблпліенію  ,  къ 
какому  роду  пзъ  означенныхъ  прпиадлежишъ  сія  кривая.  При  ся  заданіп, 
кривая  мояіешъ  пмѣть  проэкціями,  шп  кривую  на  одной  плоскости  проэкцій 
и  прямую  на  другой,  или  крпвыя  на  обѣихъ  плоскосшяхъ  проэкцій;  въ  пер- 
вомъ  случаѣ  оная  будетъ  плоскою  кривою  ,  а  во  второмъ ,  говоря  вообще, 
двоякою  крпврю :  ибо  въ  нѣкоторыхъ  случаяхъ  и  заданная  послѣднимъ  обра- 


зомъ  крпвая  моліепгь  быіпъ  плоская.  Для  удостовѣропія  г.ъ  семъ,  сгпроятъ 
проэкцііі  таковой  сомнительной  крппой,  относительно  К7>  спстемѣ  прямоу 
голыіыхъ  плоскостей,  составллющпхъ  съ  принятыми  плоскостями  проэкцій 
изпѣстный  уголъ,  п  тогда  можетъ  случиться,  что  проэкція  сей  кривой  на  од- 
поп  пзъ  такопыхъ  плоскостей  будетъ  прямая  лпиія*,  сіеявпо  покажет?,,  что 
предложенная  крпвая  есть  плоская.  На  примѣръ ,  когда  проэкітіп  заданной 
кривой  суть  дугп  круговъ  того  же  радіуса,  п  коихъ  і^ентры  находятся  на 
той  же  прямой,  перпепдішулярной  къ  осп  проэкщй,  тогда  сія  крпвая  бу- 
детъ плоская,  п  пменио  эллппсъ,  п  прптомъ  будетъ  находиться  въ  плоско- 
сти, на  45°  наклонной  къ  плоскостямъ  проэкцій  (145). 

42.  Сліъ^о.-иь  какой  нп  есть  кривой  на  плоскости ,  называется  точка 
пресѣчепія  сей  кривой  съ  сею  плоскостію.  Построеніе  вертпкальнаго  п  го- 
рпзонтальнаго  слѣдовъ  заданной  кривой ,  то  есть  точекъ  ея  пресѣченія  съ 
вертикальною  п  горизонтальною  плоскостями  проэкцій  ,  способствуетъ  къ 
умопредстасленію  пололіенія  сей  кривой  въ  пространствѣ ,  почему  мы  спмъ 
п  займеімся. 

И  шакъ  пусть  (АВС,  А'В'С')  (фпг.  13)  будетъ  данною  кривою.  Продол- 
жимъ  ея  горизонтальную  проэкцію  АВС  до  точки  р  ея  пресѣченія  съ  осью 
проэкцій  ху-,  пзъ  оной  гаочкп  р  возставпмъ  перп^ндикуляръ  рт  къ  осп,  н 
продолншмъ  оный  до  точки  пресѣчепія  т  съ  вертикальною  проэкі^іею 
А  В  С'  заданной  крпвой  ;  сія  точка  т  будетъ  вертпкальнымъ  слѣдомъ 
оной.  Вертикальный  слѣдъ  заданной  крппой  находится  какъ  на  сей  крп- 
вой ,  піакъ  п  на  плоскости  вертикальной  •,  почему  его  проэкція  горизон- 
тальная будетъ  находиться  на  горизонтальной  проэкціп  АВС  заданной 
крпвой,  п  на  оси  проэкцій  ху^  то  есть  въ  точкѣ  р  пхъ  пресѣченія  •,  вер- 
тикальная же  его  проэкція ,  пли  самый  слѣдъ  находится  на  пюмъ  ліе 
перпендикуляр^  ^лп  съ  своею  горизонтальною  проэкціею,  п  прптомъ  на  вер- 
тикальной проэкі^іи  А  В  С'  кривой ,  то  есть  будетъ  точкою  т  пхъ  пре- 
сѣченія. 

Изъ  точки  пресѣченія  п  вертикальной  проэкі^іп  А'В'С'  кривой  съ  осью 

проэкцій  ху  возставляютъ  перпендикуляръ  по^  къ  сей  оси    строятъ  точку 

пресѣченія  ^  сего  перпендикуляра  съ  горизонтальною  проэкціеіо  АВС  крпвой; 

сія  точка  ц  будешъ  горизонтальнымъ  слѣдомъ  заданной  крпвой.  Доказатель- 
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ство  совершенно  подобно  употребленному  предъ  спмъ  при  построеніи  вер- 
ліпкальнаго  слѣда 

43.  Всѣ  касательпыя  къ  поверхности,  въ  тоіі  же  точкѣ,  состав.іяютъ 
плоскость,  которая  называется  касате.іьлото  ллоскос/пі/о  въ  сей  точкѣ  къ 
поперхностн  (146).  Касательная  къ  какой  ни  есть  кривой,  начерченной  на 
поверхностп,  будетъ  касательна  и  къ  самой  поверхности 

Нормалъно7о  къ  поверхностп  въ  какой  ]іп  есть  ея  точкѣ  ,  называется 
прямая,  проведенная  чрезъ  сію  точку  перпендикулярно  къ  касательной  пло- 
скости въ  оной  точкѣ. 

Поелику  касательная  плоскость  въ  какой  ни  есть  точкѣ ,  содерлаітъ 
всѣ  касательпыя  въ  сей  точкѣ  къ  поверхностп,  и  прптомъ  поелику  пло- 
скость можетъ  быть  определена  двумя  прямыми,  то  пзъ  сего  слѣдуетъ, 
что  для  опредѣленія  касательной  плоскости  въ  какой  пи  есть  точкѣ  ,  дол- 
я;но  провести  дпѣ  касательпыя  въ  сей  точкѣ  къ  поверхности*,  чрезъ  оныя 
проведенная  плоскость  будетъ  искомая.  Поелику  же  сіи  касательпыя  бу- 
дутъ  касательны  къ  кривымъ,  начерченнымъ  па  поверхности,  то  вопросъ 
о  проведеніи  касательной  плоскости  приводится  къ  вопросу  о  проведеніп 
касательной  къ  кривой  линіи.  Посему,  чтобъ  построить  касательную  пло- 
скость въ  какой  пп  есть  точкѣ  къ  поверхности,  воображаютъ  чрезъ  сіго 
точку  на  поверхности  двѣ  наипростѣйшія  лппіп,  пзъ  тѣхъ ,  которыя  на  оной 
начерчены  быть  могутъ,  и  чрезъ  ту  же  точку  проводятъ  касательныя 
къ  каждой  пзъ  спхъ  линій.  Плоскость  сихъ  двухъ  касательныхъ  будетъ 
искомая. 

Когда  определено  пололіеніе  касательной  плоскости,  то  положеніе  соот- 
вѣтствующей  оной  нормальной  опредѣлптся  *,  ибо  сія  прямая  есть  перпен- 
діжуляръ  возставленный  пзъ  точки  касапія  къ  сей  плоскости.  Нормальная 

*)  Стросніе^  уііотрсб.іяемое  при  изысканш  точекъ  пресѣченія  кривой  .пініи  съ  плоскостями  проэкцій, 
совершенно  шо  ліе^  какъ  и  строеніс^  употребляемое  въ  подобномъ  вопрос*  относительно  къ  прямой 
диніи  (і8). 

**)  Есгаьли  предположииъ,  что  сія  касательная  встрѣчаетъ  поверхность  еще  въ  какой  либо  точкѣ, 
шогда,  такъ  какъ  сія  точка  будетъ  находишься  на  кривой^  шо  сіе  будешь  нелѣпо^  ибо  прсдполо- 
жепо,  что  касательная  проведена  къ  сей  кривой.  Здѣсь  относительно  къ  касательной  должно 
разуметь  свойство  оной^  по  которому  оная  не  ииѣетъ  обп^ихъ  точекъ,  гаокмо  въ  извѣстномь 
приближсніи  кь  точкѣ  касанія,  зависящемъ  отъ  кривизны  поверхности ,  ибо,  при  иной  кривизн*, 
касательная  въ  какой  ни  есть  точк*,  иожетъ  встрѣтшпь  поверхность,  не  зависимо  ошъ  помяну- 
таге  усіовія,  даже  н  во  иногихъ  точкахъ. 
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пъ  какой  ни  есть  тсікѣ  къ  поперхпости  можетъ  быть  опредѣлепа  ц  непо- 
средственно, помоіціго  дпухъ  касательпыхті  пъ  сей  шочкѣ  къ  поверхностп. 
Для  сего  чрезъ  оную  точку  проподятъ  плоскость  перпендикулярную  къ 
одной  касательной ,  потоліъ  плоскость  перпендикулярную  къ  другой  каса- 
тельной*, строятъ  прямую  пресѣченія  сихъ  двухъ  плоскостей,  которая  и 
будетъ  искомою  нормальною  ,  ибо  перпендикулярна  къ  двумъ  касательнымъ 
въ  данной  точкѣ  къ  поверхностп,  а  посему  п  къ  плоскости  оныхъ,  то  есть 
къ  касательной  плоскости. 

44.  Когда  данная  поверхность  произведена  дпплгеніемъ  прямой  лпніи, 
тогда  плоскость  касательная  въ  какой  нп  есть  точкѣ  къ  сей  поверхностп 
содержитъ  всю  ту  прямую  ,  которая,  проходя  чрезъ  сію  точку  касанія, 
производптъ  поверхность*,  ибо  касательная  плоскость  содержитъ  всѣ  каса- 
тельныя  въ  сей  точкѣ  къ  поверхности,  а  сія  прямая  касательна  къ  по- 
верхностп въ  сей  точкѣ,  будучи  касательна  къ  кривой,  чрезъ  оную  точку 
на  поверхности  начерченной. 

45,  Разсматрпвая  точки  п  лпніи ,  мы  опредѣляли  положеніе  ихъ  въ  про- 
страпствѣ  посредствомъ  проэкцій*,  такимъ  образомъ  положеніе  лпніи  было 
опред  елено  рядомъ  точекъ,  кои  удобно  могли  быть  построены  помощію  ихъ 
проэкщій.  Сей  способъ,  достаточный  относительно  къ  лпніямъ,  былъ  бы 
весьма  недостаточенъ,  по  его  сбивчивости,  естьлп  бы  употребленъ  былъ 
для  задаиія  поверхиостеіг.  Такимъ  образомъ  плоскость  уже  разсматрпваема 
была  определенною  двумя  ея  слѣдамп;  понятіе  о  семъ  ея  опредѣленіи  осно- 
вывалось на  томъ,  что  плоскость  есть  поверхность,  произведенная  двп/ке- 
ніемъ  прямой,  по  другой  прямой,  параллельно  самой  себѣ  ,  то  есть  одного 
слѣда  по  другому,  параллельно  самому  себѣ.  Что  мы  сказалп  о  плоскости, 
то  можетъ  быть  распространено  п  на  всѣ  роды  поверхностей  ,  то  есть, 
что  всякая  поверхность  можетъ  быть  произведена  движеніемъ  линіи,  удовле- 
творяющей при  семъ  пзвѣстнымъ  условіямъ*,  п  сей-то  способъ,  для  опредѣ- 
ленія  разсматриваемыхъ  поверхностей ,  принимается  въ  Начертательной 
Геометріи.  ,~ 

Линіи,  кои  описываютъ  пли  производятъ  поверхности,  называются  кри- 
выми производящими,  пли  просто  производлщіиии  ;  кривыя  же  неподвпжныя, 
коп  служатъ  путемъ  линіямъ  производящнмъ,  пли  какъ  бы  направляютъ  ихъ 
движеніе,  называются  кривыми  направляющими,  или  просто  направллющили. 
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ПроизвоЖуЩаеясъ  называется  всякій  особенный  способъ  прсмізводпть  поверх- 
ность движеніемъ  линіи. 

46.  ІІіілгіНіЩ2ю.ііЪ  называется  поверхность,  произведенная  двпліеніемъ 
прямой,  параллельно  другой  данной  прямой,  н  проходящей  чрезъ  точки  кри- 
вой, данной  ея  величиною  п  положеніемъ.  Такпмъ  образомъ  прямая  лниія  бу- 
детъ  производящею  цилиндръ,  а  какая  ни  есть  кривая,  его  направляющею. 
Здѣсь  производящая  должна  удовлетворять  двумъ  з^ловіямъ:  1)  проходить 
чрезъ  одну  нзъ  точекъ  кривой  направляющей  и  2)  быть  параллельна  данной 
прямой^ 

Естьли  Еообразпмъ  существованіе  цилиндра ,  тогда  легко  усмотрѣть 
мояіемъ,  что  всякая  кривая,  иачерчеріная  на  поверхностп  онаго,  можетъ  слу- 
жить ему  направляющею  5  нзъ  чего  и  слѣдуетъ,  что  одинъ  и  гаотъ  же  цп- 
линдръ  можетъ  пмѣть  безчисленное  множество  направляющпхъ,  равно  какъ  и 
производящихъ.  Изъ  всѣхъ  спхъ  направ.іяющихъ  одна  будетъ  находиться 
въ  горизонтальной  плоскости  проэкцій,  то  есть  будетъ  кривою  пресѣченія 
цилиндра  съ  сею  плоскостію*,  сія  направляющая  кривая  называется  овиова- 
ніеліъ  онаго. 

4Т.  Когда  дана  какая  ни  есть  направляющая  цилиндра,  п  прямая  кото- 
рой его  производящая  доллшы  быть  параллельны,  тогда,  поелику  цнлиндръ  со- 
вершенно опредѣленъ,  легко  построить  оспованіе  сего  цилиндра ,  гао  есть 
кривую  его  пресѣченія  съ  горизонтальною  плоскостію  проэкцій. 

Для  сего  пусть  {ртз,  о  т'з)  (фиг.  14)  будетъ  какая  нп  есть  направляю- 
щая даннаго  цилиндра,  а  прямая  (Р,  Р  )  представляетъ  направленіе  его  про- 
изводящпхъ. 

Поелику  всякая  производящая  находится  на  поверхности  цилиігдра ,  то 
точки,  общія  поверхности  цилиндра  п  горизонтальной  плоскости  проэкцій, 
будутъ  общими  сей  плоскости  и  пропзводящимъ  цилпндръ ,  а  посему  по- 
строивъ  кривую,  составленную  точками  пресѣченія  всѣхъ  производящихъ 
цилпндръ  съ  горизонтальною  плоскостію,  получимъ  искомое  основаніе. 

Для  построенія  сей  кривой,  берутъ  гдѣ  ни  есть  на  данной  направляю- 
щей [отз^о  т  з)  точку  (т,т');  чрезъ  сію  точку  проводятъ  прямую  (ш//,  ?//'«') 
параллельную  данной:  сія  прямая  будетъ  одною  изъ  производящихъ  цилпндръ; 
строяшъ  пючку  пресѣченія  (р,р')  сей  прямой  съ  горизонтальною  плоско- 
стію,  которая  и  будетъ  прпнадле;кать  искомому  основанію  цилиндра.  По- 


вторпвъ  изложенное  сгароепіе  пѣсколько  разъ  ,  получішъ  достаточное  число 
точекъдля  очерченія  искомой  крппои  (р(^1г,^і'). 

Чгпобъ  построить  сліідъ  цилиндра  на  вертикальной  плоскости  проэкцій, 
строятъ  крипуго,  составленную  точками  пресѣченія  всѣхъ  его  производящпхъ 
съ  верпшкальпою  плоскостію.  Произведя  строеніе,  для  достаточпаго  числа 
пропзподяи^ихъ,  очертываютъ  сііо  кривую  (ип,  и'/п'^). 

Построеніе  вертпкальнаго  слѣда  цилиндра  и  основанія  онаго  весьма  оо- 
легчаетъ  умопредставлепіе  сего  цилиндра,  опредѣляя  его  часть,  находящуюся 
мед;ду  п.юскостями  ироэкцій. 

Поелику  задапіе  цилиндра^  осноканіемъ  и  производящею  ,  облегчаетъ  по- 
строеиіе,  то  мы,  при  разрѣшеніи  различныхъ  вопросовъ,  въ  послѣдствіп  бу- 
демъ  вводить  въ  заданіе  цилиндра  всегда  его  осноЕапіе ,  а  не  какую  ни  есть 
направляющую  онаго  *).. 

48.  Смотря  потому,  будетъ  ли  основаніе  цилиндра  круговое,  или  эллппсъ 
ллп  ипербола ,  или  парабола  ,  цилпндръ  называется  круговымъ  ,  или  эллип- 
тическимъ ,  или  пперболическимъ ,  пли  параболпческпмъ.  Всѣ  сіи  цилиндры 
пзвѣстны  вообще  подъ  названіемъ  цилпндровъ  втораго  порядка,  и  суть  наи- 
более употребительные  въ  практпкѣ. 

49.  Изложимъ  теперь  главпѣишія  свойства ,  особенно  прпнадлежащія 
цилиндру. 

1)  Сѣченія  цилиндра  плоскостями,  между  собою  параллельными ,  суть 
кривыя  равныя  и  совмѣщаемыя. 

Доказательство  сего  свойства  цилиндра  основано  на  томъ ,  что  естьли 
будетъ  вписанъ  въ  одномъ  нзъ  сихъ  сѣченій  какой  нп  есть  многоугольникъ, 
то  въ  другомъ  можно  всегда  вписать  многоугольникъ ,  совершенно  оному 
равный,  и  одинаково  съ  первымъ ,  относительно  къ  тѣмъ  же  производящпмъ 
цилпндръ,  располоя;енный  5  ибо  вершины  углсвъ  всѣхъ  гааковыхъ  ,  соошвѣт- 
ствующихъ  по  парно  многоугольниковъ,   будутъ  точками,  прпнадлеліащпмп 


Заданіе  и^ѵшгадра  основаніемъ,  а  не  какою  ни  есть  напраБдяIощею^  представляешь  слѣд}ющія 
выгоды:  і)  еокращаетъ  чершежъ,  ибо  какая  либо  направляющая  проэкткруется  на  обѣ  плоскости 
проэкціи  въ  крилыхъ^  между  тѣмъ  какъ  основаніе  проэкгаіі])уетс;г  вертикально  на  ось  нроакцій; 
а)  облегчаетъ  умопредсшавленіе  і^нлішдра ,  ибо  начертанная  кривая  въ  ііастоящеи  своей  вслнчнпі; 
поясняешь  крісвизну  поверхносши  цилиндра.  Тоже  самое  должно  разузіі.шь  бь  послѣдстБІи  и  обі. 
основаніи  конуса.  . 
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сішъ  сѣченіямъ:  слѣдственно  допущеніе  сошѣщенія  спхъ  многоугольнііковъ, 
доказываептъ  іі  совмѣщеніе  сихъ  кривьтхъ  сѣченій. 

И  гаакъ,  пусть  кривыя  ЕА.ВСВ  п  еаЬссІ  (фпг.  15)  предсшавляюгпъ  намъ 
сѣченія  двухъ  параллельныхъ  между  собою  плоскостей  съ  цплпндромъ.  Впи- 
шедіъ  въ  одномъ  -изъ  нпхъ  какой  ни  есть  многоугольникъ  АВСВ  соот- 
ііѣтствуіощій  оному  многоугольникъ  будетъ  аЬсд. . . .  ,  вершины  коего  а,1>,с,(і... 
находятся  съ  вершинами  А,  В,  С,  В .  .  .  угловъ  перваго  на  шѣхъ  же  пропзво- 
дящпхъ  Аа,  Вд,  Сс,  Т>с1 . .  .  філиндра. 

Плоскости  лВ,  ^С,  сО  . .  .  пресѣкаютъ  плоскости  Сѣченій  въ  прямыхъ, 
копхъ  части  будутъ  АВ  и  ад,  ВС  и  дс,  СО  п  Ы...  ,  стороны  разсмашрп- 
і:аемыхъ  многоугольнпковъ  но  плоскости  сѣченій  меліду  собою  параллельны, 
слѣдственно  АВ  пар.  аЬ,  ВС  пар.  дс,  СО  пар.  ссі,  ига.  д.,  прпшомъ  произво- 
дящія  Ал,  В^,  С(?,  Ос/  и  т.  д.,  также  параллельны  между  собою :  слѣдовательно 
фигуры  АВІ/а,  ВСсЬ,  СТісІс  и  га.  д.  будугаъ  параллелограммы,  а  посему  АВ  — д^, 
ВС~дс,  СО  ггг  С(і,  и  га.  д.  Замѣгаимъ  еще,  что  уг.  АВС—  уг.  аде,  уг.  ВСО 
=  уг.  дс(і  II  га.  д.,  ибо  сіи  углы  сосгаавлены  параллельными  между  собою  пря- 
мыми, и  отверстія  нхъ  обращены  въ  гау  же  сторону.  Изъ  сего  заключимъ, 
по  равенству  соотвѣгаствующихъ  угловъ  п  сторонъ  многоугольнпковъ  АВСО 
. . .  п  адссі .  .  •  ,  что  сіп  многоугольники  равны  и  расположены  подобно ,  то 
есть  совмѣщаемы. 

Сягъ^7і,с77гвіе.  Изъ  сего  слѣдуегаъ,  основываясь  на  гаомъ ,  что  соогавѣга- 
сгавующія  хорды  въ  кривыхъ  сѣченія  параллельны  между  собою  ,  что  каса- 
гаельныя  ВіЧ,  дп,  проведенныя  къ  кривымъ  ЕАВСО...  п  еадссі,  параллельнымъ 
сѣченіямъ  цилиндра,  въ  гаочкахъ  Б  и  соотвѣгасгавующихъ  той  же  произ- 
водящей Вб  цилиндра,  параллельны  между  собою.  Ибо,  естьли  бы  касате.іь- 
пая  Ьп  не  была  параллельна  касательной  ВГ^  ,  тогда  бы  она  должна  была 
быть  параллельна  хордѣ  сѣченія  ЕАВСО,  а  потому  сія  прямая  была  бы 
хордою  своего  сѣченія  еадссі,  то  есть  пресѣкла  бы  опое:  что  не  возможно, 
по  предположенію  ея  касательного  къ  сему  сѣченію. 

2)  Плоскость,  касательная  къ  цилиндру  въ  какой  ни  есть  гаочкѣ ,  бу- 
дешъ  касаться  къ  оному  во  всѣхъ  гаочкахъ  производящей,  проведенной  чрезъ 
точку  касанія. 

Положпмъ,  чгао  плоскость  ^ВN  касагаельна  къ  цилиндру  въ  точкѣ  В. 
Проведемъ  чрезъ  сію  точку  производяіцую  \^д  цилиндра*,  на   сей  производя- 
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щей  возмемъ  гдѣ  ни  есть  точку  п  докэ/кемъ,  что  плоскость  ^1іN  будетъ 
касателыіа  и  въ  сей  точкѣ  къ  цилиндру. 

Для  сего  пресіічемъ  цилипдрь  чрезъ  точки  В  и  Ь  какими  ни  есть  парал- 
лельными ме;Еду  собою  плоскостями;  получпмъ  крпныя  сѣченія  равныя  и  со- 
вмѣщаемыя  ЕЛВС1)  и  еаЪссІ'-,  проведемъ  въ  точкахъ  ^  \\  Ь  касательныя  ВN 
и  Ьп  къ  симъ  кривымъ  сѣченія.  Касательная  ВN  будешь  находиться  въ 
плоскости  ^ВN,  касательной  къ  і;илпндру  въ  точкѣ  В,  ибо  сія  касательная 
В1\  касательна  къ  кривой  начерченной  на  цплиндрѣ  чрезъ  точку  В  ;  плос- 
кость ^ВЛ'  заключаеть  производящую  В^,  ибо  цилиндръ  есть  поверхность, 
произведеиная  прямою  линіею',  почему  плоскость  ^Ьп  заключаетъ  н  точку 
какъ  одну  пзъ  точекь  сей  прямоіі.  И  такъ,  плоскость  ібІЖ  будетъ  заклю- 
чать и  прямую  Ьи^  которая  проведена  чрезъ  точку  въ  оной  находящуюся, 
п  притомъ  параллельна  прямой  ВN  ,  одной  пзъ  прямыхъ  сей  плоскости,  ибо 
Ьп  п  ВМ ,  будучи  касательными  къ  параллельнымъ  сѣчепіямъ  г^илиндра,  въ 
точкахъ  <^  и  В  соотвѣтсгавующихъ  той  же  производящей ,  мея;ду  собою 
параллельны. 

Слѣдовательно  плоскость  ^ВN,  касательная  въ  точкѣ  В  къ  цилиндру, 
заключаетъ,  относительно  къ  точкѣ  касательную  Ьп  къ  кривой  начер- 
ченной на  цплпндрѣ  и  производящую  /^В,  то  есть  заключаетъ  двѣ  касатель- 
ныя къ  цилиндру,  а  потому  и  будетъ  касательна  къ  оному  въ  сей  точкѣ. 

Производящая  />В,  во  всѣхъ  точкахъ  когаороіі  плоскость  (^ВГѴ  касается 
-  къ  цилиндру,  называется  производящею  касаніл  сей  плоскости. 

Поелику  точка  касанія  замѣпена  здѣсь  прямою  касанія ,  то  всѣ  прямыя 
проведенныя  чрезъ  точки,  принадлежащія  производящей  касанія,  перпендику- 
лярно къ  плоскости  касательной  въ  оной  къ  цилиндру,  будутъ  нормальными 
къ  оному,  калідая  въ  соотвѣтспівующей  точкѣ.  Плоскость  ,  заключающая 
всѣ  сіи  нормальныя,  а  потому  п  производящую  касанія,  слѣдовательно  опре- 
дѣляемая  одною  изъ  сихъ  нормальныхъ  и  производящею  касанія  ,  а  потому 
проведенная  чрезъ  производящую  касанія  перпендикулярно  къ  касательной 
плоскости  въ  сей  производящей,  называется  нормальною  плоскостію  въ  оной 
къ  цилиндру.  ' 

50.  Вспомнивъ  то,  что  мы  сказали  о  проэкціяхъ  кривой  (39) ,  и  зная 
общее  опредѣленіе  цилиндрической  поверхности,  легко  усмотрѣть  моліемъ, 
что  самая  кривая  будетъ  общею  направляющею  двухъ  цплиндровъ,  изъ  ко- 


торыхъ  одпнъ,  коего  пропзводящія  суть  вертикально  проэктпрующіл  лпніп 
разлпчныхъ  шочекъ  сей  кривой,  пресѣкаетъ  вертикальную  плоскость  про- 
экцій  въ  ея  вертикальной  прозкціп,  а  другой,  коего  пропзводящія  суть  гори- 
зонтально проэктпруіощія  линіп  разлпчныхъ  шочекъ  сей  кривой,  пресѣкаетъ 
горизонтальную  плоскость  въ  ея  горизонтальной  проэкціп.  Цилиндръ,  коему 
направляюп;ею  служитъ  кривая  въ  прострапствѣ,  п  коего  производящія  пер- 
пендикулярны къ  вертикальной  плоскости  проэкцій,  называется  вертикально 
прдэктігируіощияіъ  цилпн^т,роліъ ,  а  тотъ ,  который,  проходя  чрезъ  кривую, 
перпендпкуляренъ  къ  горизонтальной  плоскости  проэкі^ій  ,  называется  гори- 
зонтально проэктируюгщииъ  цилиндромъ  сію  кривую. 

"  Кривая  лпнія  опредѣлена  совершенно  двумя  ея  проэкціями  (40),  пбо  сіи 
проэкіціи,  вертикальная  опредѣляетъ  полояіеніе  вертикально  проэкширующаго 
цилиндра,  а  горизонтальная  опредѣляешъ  положеніе  горизонтально  проэкти- 
рующаго  і^илиндра  ;  и  такъ  сія  кривая  линія  будешъ  прееѣченіемъ  спхъ  двухъ 
цплпндрпческихъ  поверхностей  *). 

Когда  одна  пзъ  проэкціп  кривой  будетъ  линія  прямая,  тогда  сія  кривая 
будешъ  плоская  (41)  *,  пбо  явно,  что  тогда  шошъ  проэктпрующій  цилиндръ, 
ііогаорый  соогавѣгастпуетъ  сей  проэкціп,  переімѣняешся  въ  плоскость  *,  но 
пресѣченіе  сей  плоскости  съ  другимъ  проэкшируюп^пмъ  цилиндромъ  опредѣ- 
ляешъ  предложенную  кривую. 

Доказательство  посшроенія  верпіпкальнаго  п  горизоншальнаго  слѣдовъ 
данной  кривой  (42),  можешъ  быть  дано,  предполагая  прпсушствіе  ея  проэк- 
тпрующпхъ  цплпндровъ  *,  опое  будетъ  тогда  совершенно  подобно  предложен- 
ному пазш  относительно  къ  посшроенію  шочекъ  пресѣченія  данной  прямой 
съ  плоскостями  проэкцій  (18):  разность  сосшопшъ  токмо  въ  шомъ,  что 
поелику  пмѣехмъ  Емѣсшо  прямой  кривую  лппію,  шо  проэкшируюшде  оную  ци- 
линдры заступаюшъ  мѣсшо  проэктпрующихъ  плоскостей. 

51.  Конусоліъ  называется  поверхность,  произведенная  двпженіемъ  пря- 
мой, проходящей  чрезъ  данную  точку,  по  кривой  линіп  данной  величиною  п 
полояіеніемъ.  • 


*)    П])ИИЯБъ  Бъ  разсужденіс  свойство  цилиндра,  доказанное  въ  §  4  9^  усиогаримъ^  что  проэкіуя  плоской 
ррнвои^  па  п.іоскосгаи  парахледьиой  ея  плоскости  будетъ  оной  равна^  и  съ  нею  совліѣиі[аеиа. 
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Такішъ  об^разомъ  всякая  прямая ,  проходящая  чрезъ  данную  точку  и 
пресѣкаіощая  данную  крпкую,  будешь  производящею  конуса  ,  опредѣллемаго 
сею  крпііою  п  сею  точкою.  Поперхносніь  конуса  состоишь  пзъ  дпухъ  ча- 
стей ,  плн  полъ,  снметрнческп  располо;кепныхъ  отпоспте.іьно  къ  сей  данной 
шочкѣ,  которая  по  сему  н  называется  исііігіро.ліъ  конуса  *).  Пзъ  пзложеннаго 
усматрипаоп.,  что  производящая  конусті  должна  удовлетворять  дпумъ  усло- 
піямъ:  1)  проходить  чрезъ  данную  точку,  центръ  конуса  ,  и  2)  пресѣкать 
данную  крипую,  его  иаправляюш,ую. 

Вообразпвъ  существованіе  конуса,  легко  усмотреть  моліемъ,  что  всякая 
крнпал,  начерченная  на  его  поверхности,  моліетъ  слуліпть  оному  направля- 
ющею-, пзъ  чего  и  слѣдуетъ,  что  одішъ  и  тотъ  же  конусъ  пмѣетъ  безчис- 
ленное  мнол;ество  направляющпхъ,  равно  какъ  п  пропзводящихъ.  Пзъ  всѣхъ 
спхъ  направляющпхъ  отлпчаютъ  ту,  которая  находится  въ  горизонтальной 
плоскости  проэкцій,  то  есть  будетъ  кривою  пресѣчепія  конуса  съ  горизон- 
тальною плоскостію  проэкцій;  сія  кривая  направляющая  пмѣегаъ  особенное 
названіе  осноаапіл  конуса. 

52.  Когда  дана  какая  ші  есть  направляющая  конуса  и  і^еншръ  онаго, 
тогда  легко  построить  его  основаніе,  то  есть  кривую  пресѣченія  съ  гори- 
зонтальною плоскостію  проэкцій. 

Для  сего  пусть  (о/?г.у,  о'т'з)  (фиг.  16)  будетъ  направляющая  даннаго  ко- 
нуса, а  точка  (Р,  1')  его  центръ. 

Поелику  всякая  производящая  находится  на  поверхности  конуса ,  то 
оощія  точкп  его  поверхности  и  горизонтальной  плоскости  проэкціп  будутъ 
общими  сей  плоскости  п  производящимъ  конусъ ,  а  посему  постропмъ  кри- 
вую,  проходящую'' чрезъ  точки  пресѣченія  всѣхъ  пропзводящихъ  конусъ  съ 
горизонтальною  плоскостію  проэкцій',  получимъ  искомое  осносаніе  сето  конуса- 

Для  построенія  сей  кривой  избпраютъ  гдѣ  ни  есть  па  данной  направ- 
ляющей (ош^,  о  та)  точку  {т,іп);  чрезъ  сію  точку  и  центръ  конуса 
проводятъ  прямую  (шР,т'Р  ):  сія  прямая  будетъ  одною  пзъ  пропзводящихъ 
данный  конусъ.  Строятъ  точку  пресѣченія  [р,  р)  сей  п2эоизводящей  съ  го- 
ризонтальною плоскостію  проэкцій ;  сія  точка  (/;,  р)  будетъ  принадлежать 


')     Когда  поверхность  конуса  принимается  въ  разсужденіе  ограниченного^  тогда  і^ентръ  шринимаетъ 
иазБіініе  бертпиы. 
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искомому  основанііо  конуса.  Повторпсъ  сіе  строеніе  нѣсколько  разъ,  полу- 
чпмъ  достаточное  число  шочекъ  для  очерченія  искомой  кривой  (гр^/, 

Чтобы  построить  слѣдъ  конуса  на  вертикальной  плоскости  проэкцій, 
строятъ  кривую,  проходящую  чрезъ  точки  пресѣчепія  всѣхъ  его  производя- 
щпхъ  съ  сею  плоскостію.  Сіп  точки  пресѣчеиія  опредѣляютъ  кривую  (і^/,^'пУ'), 
которая  и  будетъ  симъ  слѣдомъ.  Построеніе  вертикальнаго  слѣда  даниаго  ко- 
нуса и  его  осиованія,  весьма  облегчаетъ  умопредставленіе  сей  поверхности  въ 
пространствѣ,  опредѣлля  часть  ея,  находящуюся  между  плоскостями  проэкцій. 

Поелику  заданіе  конуса  его  ослованіеліъ  и  центрояіь  ,  плп  ееритною  ^  об- 
легчаетъ построеиія,  то  мы  при  разрѣшепіи  различныхъ  вопросовъ  въ  по- 
слѣдствіи,  будемъ  в7>.одпть  въ  заданіе  конуса  всегда  его  основаніе,  а  не  какую 
либо  направляющую  оііаго. 

53.  Смотря  по  тому,  будетъ  ли  основаніе  конуса  кругъ,  плп  эллипсъ, 
или  ппербола,  или  г^арабола,  конусъ  называется  кр^товымь,  пли  эллпптиче- 
скимъ,  или  иперболическимъ,  пли  параболпческпмъ. 

54.  Излояаімъ  теперь  главнѣйшія  свойства,  особенно  принадлегкащія  конусу. 
1)  Сѣченія  коиуса  плоскостями,  параллельными  между  собою  ,  суть  крц- 
выя  подобныя. 

Доказательство  сего  свойства  конуса  основывается  на  томъ,  что  естьлп 
будешъ  вппсанъ  въ  одномъ  пзъ  снхъ  сѣченій  какой  ни  есть  многоугольнпкъ, 
гао  въ  другомъ  моліно  вписать  многоугольнпкъ  совершенно  сему  подобный  и  оди- 
наково съ  онымъ,  относительно  къ  тѣмъ  же  производящпмъ  конуса,  располо- 
женный-, ибо  вершины  угловъ  всѣхътаковыхъ  соотвѣтствующпхъ  попарно  мно- 
гоугольнпковъ,  будутъ  точками  припадлеліащимнспмъ  сѣченіямъ:  слѣдовательно 
допущеніе  подобія  снхъ  мпогоугольнпковъ  доказываетъ  подобіе  п  снхъ  сѣченій. 

И  такъ,  пусть  крпвыя  ЕАВСІ)  ,  еаЬсд.  (фпг.  17)  представляютъ  сѣ- 
чепія  конуса  двумя  параллельными  между  собою  плоскостями.  Впншемъ 
въ  одномъ  пзъ  сихъ  сѣченій  какой  нп  есть  многоугольнпкъ  АВС1)  .  .  .  . ; 
соошвѣшствуюшдй  оіюму  многоугольнпкъ  въ  другомъ  сѣченіп  будетъ  много- 
угольнпкъ аЬсй  .  .  .  . ,  вершины  а,  Ь,с,(1  ...  угловъ  коего  находятся  съ  верши- 
нами А,  В,  С,  В  .  .  .  угловъ  перваго,  попарно  на  тѣхъ  же  пропзводяш,пхъ  А  я, 
ІІЬ,  Сс,  13с/  .  .  .  конуса. 

Плоскости  «В,  6С,  сВ  .  .  .  пресѣкаютъ  плоскости  сѣченій  въ  прлмыхъ, 
копхъ  части  будутъ  АВ  п  аЬ,  ВС  і[  Ьс,  Сі)  и  Ы  ,  .  .  . ,  стороны  разсма- 
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тріівасмыхъ  йіногоуголышкивъ  *,  но  плоскости  сѣчепіи  между  со5ою  парал- 
лельны, слѣдствеііно  АВ  пар.  аЬ^  ііС  пар.  Ьс^  СВ  пар.  ссі  и  т.  д.    Изъ  сего 
заключпмъ,  чшо  треуг.  РЛВ  со  треуг.  \*аЬ,  тр.  ГИС  ос  тр.  ѴЬс^  тр.  ГСВ 
СС  тр.  Рбб/  II  т,  д.  почему  п  будемъ  пмѣть  рядъ  слѣдуіоііцихъ  равепствъ: 
А  В       РВ     ГВ  _  ІІС  _  РС     РС  _  С1)  _  Ѵ\у 

А  В  _  ВС  СО 

чнмъ:        —  —  —  — ^  п  пі.  д.^  шо  есть,  что  сходствспііыя  стороны  мііо- 

гоугольниковъ  АВСВ  .  .  .  .  п  аЬссІ  ....  между  собою  пропорціоналыіы. 
Прп  томъ  по  параллелизму  прямыхъ  АВ,  ВС,  СО  .  ,  .  соотвѣтственііо  съ 
прямыми  аЬ^  Ьс,  с(1  .  .  н  потому,  что  системы  спхъ  прямыхъ  находятся 
въ  плоскостяхъ  между  собою  параллельныхъ,  то  есть  въ  плоскостяхъ  сѣче- 
нііі,  заключпмъ,  что  уг.  АВС  =:  уг.  аЬс,  уг.  ВСО  =уг.  Ьссі  и  т.  д.,  то  есть, 
что  сходственные  углы  многоугольніікоБъ  АВСВ  .  .  .  н  аІ>с(1  ....  равны 
между  собою.  Изъ  обоііхъ  доказанныхъ  нами  свопствъ  слѣдуетъ  ,  что  мно- 
гоугольники сііі  подобны. 

С^ішдс/пвіс.  Основываясь  на  томъ ,  что  соотвѣтствуіощія  хорды  въ 
крпвыхъ  сѣченія  параллельны  между  собою,  усматрііпаемъ  ,  что  касательныя 
ВМ  и  дп,  проведенныя  къ  кріівымъ  ЕАВСВ  п  еаОссі,  параллельнымъ  сѣченіямъ 
конуса,  пзъ  точекъ  Вид,  соотвѣтствуіощііхъ  той  же  производящей  С*^,  па- 
раллельны меліду  собою  ;  ибо  естьли  бы  касательная  Ьп  не  была  параллельна 
касательной  ВМ,  тогда  бы  она  доляша  была  быть  параллельною  соотвѣт- 
ствуіо щей  оной  хор дѣ  сѣченія  ЕАВСВ,  а  потому  сія  прямая  была  бы  хордою 
своего  сѣченія  еаиссі,  то  есть,  пресѣкла  бы  оное,  но  по  предпололіенію  оная 
касательна  къ  сему  сѣчеиію,  и  іпакъ  получпмъ  выводъ  нелѣпьш. 

2)  П.юскость,  касательная  къ  конусу  въ  какой  ни  есть  точкѣ  ,  будетъ 
касаться  къ  оному  во  всѣхъ  точкахъ  производящей,  проведенной  чрезъ  точку 
касанія 

Положимъ,  что  плоскость  ^В1\  касательна  къ  конусу  въ  точкѣ  В;  про- 
ведемъ  чрезъ  сію  точку  производящую  ВЬ  конуса  ;  на  сей  производящей  воз- 
ме.мъ  гдѣ  ни  есть  точку  Ь,  п  докалѵемъ ,  что  плоскость  ^ВХ  будетъ  каса- 
тельна II  въ  сей  точкѣ  къ  конусу. 


*)  Свойство  конуса,  одинаковое  съ  свонствомъ  цн.іиндра. 


Для  сего  п]5есѣчемъ  конусъ  чрезъ  точки  Б  п  д  какими  пп  есть  парал- 
лельными между  собою  плоскостями*,  получпмъ  подобиыя  крпвыя  сѣченія 
ЕАНСО  п  еаЬссІ протяпемъ  въ  точкахъ  1}  и  д  касапіелыіыя  ц  дп  къ 

спмъ  кривьшъ  сѣченія.  Касательная  В  N  будешь  находиться  въ  плоскости 
Вд'^,  касательной  къ  конусу  въ  точкѣ  В,  ибо  сія  прямая  касашельна  къ 
кривой  начерченной  на  конусѣ  чрезъ  точку  В  ;  плоскость  /^ВГ^І  заключаетъ 
производящую  ВО,  ибо  конусъ  есть  поверхность,  произведенная  прямого  лп- 
ніею,  почему  плоскость  <^ВМ  и  будетъ  заключать  точку  д,  какъ  одну  пзъ 
точекъ  сей  прямой  В/;,  а  посему  будетъ  содержать  и  прямую  Ьп,  прове- 
денную чрезъ  точку  Ь,  въ  ней  находящуюся,  параллельно  ея  прямой  В^, 
пбо  ВN  н  Ь/і,  будучи  касательны  къ  параллельнымъ  сѣченіямъ  конуса,  въ 
точкахъ  той  же  производящей,  меліду  собою  параллельны. 

И  такъ  плоскость  ^ВN,  касательная  въ  гаочкѣ  В  къ  конусу,  заключаетъ, 
относительно  къ  точкѣ  д,  касательную  І^п  къ  кривой  начерченной  на  ко- 
пусѣ  и  производящую  ВЬ  чрезъ  сію  точку  проходящую  ,  то  есть  заклю- 
чаетъ двѣ  касательныя  въ  точкѣ  д  къ  конусу,  а  потому  будетъ  касаться 
къ  оному  въ  сей  точкѣ. 

Производящая  В/^Р,  во  всѣхъ  точкахъ  которой  плоскость  ^ВРѵІ  касается 
къ  конусу,  называется  лроизбо^і^яіцею  касаніл  сей  плоскости. 

Поелику  точка  касанія  замѣнена  здѣсь  прямою  касанія,  то  всѣ  прямыя 
проведенныя  чрезъ  точки,  прпнадлел;ащія  производящей  касанія,  перпендику- 
лярно къ  плоскости  касательной  въ  оной  къ  конусу  ,  будутъ  нормальными 
къ  оному,  каяідая  въ  соотвѣтствующей  точкѣ.  Плоскость  ,  заключающая 
въ  себѣ  всѣ  сіп  нормальныя,  а  потому  и  производящую  касанія,  следовательно 
определяемая  одною  пзъ  сихъ  иормальныхъ  и  производящею  касанія,  а  по- 
сему проБСдеппая  чрезъ  производящую  касанія  перпендикулярно  къ  касательной 
плоскости  въ  сей  производящей,  называется  нормальною  плоспостао  въ  оной 
къ  конусу. 

55.  Посерхиостііо  еращеніл  называется  поверхность,  произведенная  дви- 
женіемъ  кривой  около  неподвижной  прямой,  такпмті  образомъ ,  что  всякая 
точка  кривой  сохряняетъ  то  ;ке  разстояніе  отъ  всякой  точки  сей  прямой. 

Кривая,  удовлетворяя  изложенному  условію,  описываюш,ая  поверхность, 
называется  произво^.'ицею,  а  неподвшгіная  прямая  осью  поверхности  вращенія. 
БообразпЕъ  существованіе  дюверхносшн,  легко  усмотрѣть  можемъ,  что  бу- 
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детъ  сущестколать  безчіісленнос  множество  кріівыхъ,  пачерчепныхъ  на  поверх- 
ности ,  которыя  ,  удовлетворяя  изложенному  условііо,  могутъ  произвести 
сію  поверхность  вращенія. 

Между  всѣмп  п  ропзводяіцпмп  поверхность  враіцепія  замѣчаютъ  особенно 
ту,  которая  находится  въ  канон  зні  есть  плоскости,  проходящей  чрезъ 
ось  попорхности.  Всякой  плоскости,  проведенной  чрезъ  ось  поверхности, 
придаютъ  названіе  плоскости  л іери^л,! опальной,  а  кривую  пропзводяіцую  по- 
верхность, и  въ  сей  плоскости  находящуюся,  называютъ  ліергщіоналъныліь 
сгьге.кіеліь  *,  сіе  меридіональное  сѣченіе,  относительно  кт.  произвол; денію  по- 
верхности, называется  плоскою  пропзво,ілиі,ею. 

56.  Изложимъ  главнѣйшія  свойства,  осо^іепно  принадлежащія  поверхно- 
сти вращснія. 

1.  Кал;дая  точка  кривой,  пропзподящей  поверхность  вращенія,  при  сеу.ъ 
пропзвожденіи  описываетъ  кругъ ,  находящійся  въ  плоскости,  проведенной 
чрезъ  сію  точку  перпендикулярно  къ  оси  ,  п  коего  і^ентръ  находится  па 
сей  оси. 

Пусть  точка  т  (фпг.  18)  представляепіъ  намъ  какую  ни  есть  точку 
производящей  поверхность  вращенія,  п  т  какое  іиі  есть  другое  пололіеиіе 
сей  гаочкіг  при  семъ  пропзвожденіи  •,  пзъ  точки  т  опусппіиъ  на  ось  пер- 
пендпкуляръ  шС,  и  проведемъ  прямую  С/«'*,  протянемъ  также  пзъ  точскъ  т 
п  т  въ  точки  X  п  X,  гдѣ  ни  есть  взятыя  на  осп,  прямыя  7?гХ,  /?іХ,  шХ 
и  7и'Х'. 

Треуголькпкъ  ^?іХХ'  равепъ  треуг.  7?/ХХ ,  ибо  пмѣемъ :  /ял  —  /к'Х, 
т'Х  —  шХ  по  свойству  поверхности  вращенія,  и  сторону  XX'  общую*,  от- 
сюда заключимъ,  что  уг.  7/?Х(^=іуг.  СХ77/,  п,  поелику  ХС  сторона  общая,  и 
77гХгг:77іХ,  то  треуг.  7?7Х С  ~  треуг.  77?  СХ  ,  а  посему  7?г  С  і::^ /;■;  (^,  и  такъ  точ- 
ки т  и  т  находятся  па  шомъ  ліе  кругѣ,  описан номъ  пзъ  пючки  С.  При 
томъ  уг.  77/СХг:гуг.  ХС7?г',  но  первый  уголъ  прямой,  а  попіому  и  уголъ  ХС/« 
63'^детъ  прямой,  следовательно  плоскость  описанпаго  круга  7мо/7і'  перпендику- 
лярна къ  осп  поверхности. 

Слщи^стеге.  Отсюда  непосредственно  слѣдуетъ,  что  всѣ  сѣченія  ,  про- 
пзведенныя  въ  поверхности  вращеиія  плоскостями,  перпендикулярными  къ 
ея  оси,  будуіпъ  круги  ибо  естьли  бы  сего  не  было,  то  чрезъ  каждую  точку 
проведя  по  доказанному  плоскости  круговъ  перпендпкулярныя  къ  осп,  пмѣли 
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бы,  при  каждой,  одной  п  той  же,  точкѣ  производящей  двѣ  перпендпкулярныя 
плоскости  на  ту  ліе  прямую,  то  есть  на  ось,  что  невозмоліно  *). 

2)  Всѣ  мерпдіональныя  сѣченія  суть  кріівыя  равныя  п  совмѣщаемыя. 

Для  доказательства  сего  покажемъ,  что  естьлп  вппсанъ  какой  нп  есть 
многоугольникъ  въ  одной  изъ  спхъ  крпвыхъ,  то  въ  другой  віояаю  вписать 
соотвѣтствуюп;ій,  оному  совершенно  равный. 

Пусть  крпвыя  осту,  осту  (фпг.  19)  представляютъ  намъ  два  какія  ни 
есть  мерпдіоііальныя  сѣченія  поверхности  вращенія,  коей  ось  пусть  будетъ- 
XX',  мерпдіональньшн  плоскостями  Х2  н  ХХ'.  Положпмъ ,  что  въ  одномъ 
пзъ  спхъ  сѣченій  хту  вппсапъ  многоугольникъ  птр  .  .  .  *,  соотвѣтствующій 
оному  въ  другомъ  какомъ  нп  есть  мерпдіональномъ  сѣченіи  ос  ту^  будетъ 
многоугольникъ  птр  .  .  . ,  вершины  /і',  ш',  р\  .  .  .  угловъ  коего  находятся 
съ  вершинами  п^т.р  .  .  .  .  угловъ  перваго,  соотвѣтсшвенпо,  по  двѣ  на  тѣхъ 
те  кругахъ  поверхности  лс/г  ,  тс'/п',  рс  'р ,  .  .  .  ,  коихъ  плоскости  перпенди- 
кулярны къ  осп  XX'. 

Трапеція  лтС'С  равна  трапец.  СС'іи?і',  ибо  сторона  СС'  общая  обѣпмъ, 
углы  при  точкахъ  С  п  С'  прямые,  при  томъ  С'т  —  С'/п,  п  С/і  —  Сп',  радіусы, 
соотвѣтственно,  гаѣхъ  же  круговъ  тот  и  /?с/г'*,  пзъ  чего  п  заключимъ ,  что 
хорда  7гт~тп'  и  уголъ  птС'  —  уг.  п'тС.  Подобнымъ  образомъ  пзъ  до- 
казаннаго  равенства  трапецій  С'трС"  и  іпС'С"р'  будетъ  слѣдовать,  что  хорда 
177 р  —  771  р  п  уг. /;7?гС'  —  уг.//т'С';  почему  п  получимъ:  тп  —  7?г«',  77гр  77ір\  и  уг. 
пр77і  ~.  уг.  71771  р  и  ш,  Д.,  шо  ссшь,  чшо  сходсшвенныя  стороны  и  сходствен- 
ные углы  вписанныхъ  йпіогоугольнпковъ  тігр  ...  и  іі7гі р  .  .  .  въ  двухъ  ка- 
кпхъ  ни  есть  меріідіопальныхъ  сѣченіяхъ  рапиы,  а  посему  п  сіп  мпогоуголь" 
НИКИ  равны  меліду  собою. 

Слщі,стоіе.  Изъ  сказаннаго  слѣдуешъ,  что  касательныя  /.'8  н  р  8  къ 
двумъ  какпмъ  ни  есть  мерпдюнальньшъ  сѣченіямъ  х/пу  и  л- ту  ,  въ  точкахъ 
І>  и  р ,  соотвѣтствуюш,их7>  тому  л;е  кругу  поверхности  ,  встрѣчаютъ  ось 
въ  той  ліе  точкѣ  8  *,  ибо  сіи  касательныя  составляютъ  съ  радіусами,  соот- 


')  По  сему  свойству  поверхпостн  враи^снія  можно  допусгпплпь,  что  оная  производится  движгніемъ 
круга  въ  пдоскоспіяхъ  перпснднку.ілрныхъ  къ  оси  поверхности,  такъ^  чтобъ  цситръ  онаго  лроСігадъ 
ось  поверхности  враіценія,  а  ралі)хъ  нзмѣня.іся  сообразно  съ  извѣетнымъ  условісмъ.  Измі.неніс  сего 
условія,  опредЬ.іяя  видъ  плоской  производящей  поверхности  вращснгя,  ооозначастъ  видь  самой 
поверхносган  вращенія. 
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вѣпіствспііо  рС"  п  /УС"  сего   круга ,  равные  іѵіел;ду  собою  углы  ,  то  сеть 
ішѣеиъ  уг.  Срх  ~  уг.  С"/Ух,  откуда,  по  пріінятіп  въ  разсул;деніе,  что  рС  ~ р  С 
л  углы  при  с"  прямые,  слѣдопашь  будепіъ   рапенстко  треугольнпковъ  /^Сі"8 
ц  р'СЪ. 

Осиовыпаясь  на  семъ  споііствѣ  касательныхъ,  закліочпмъ,  что  п  нормаль- 
ныя  къ  дпумъ  какпмъ  нп  есть  мерндіопальнымъ  сѣченіямъ,  въ  точкахъ  соош- 
вѣтствующпхъ  тому  /ке  кругу  поверхносгап,  встрѣтятъ  ось  поверхности 
въ  той  ;ке  точкѣ. 

3)  Нормальная  къ  какому  ни  есть  мсрпдіональному  сѣченію  есть  нор- 
мальная п  къ  самой  поверхностп  вращенія. 

Пусть  прямая  ас  (фит.  20)  представляетъ  памъ  нормалыьую  къ  какому 
іпі  есть  мерпдіональному  сѣченію  а:а}-,  коего  плоскость  есть  /^ХХ',  прохо- 
дящая чрезъ  прямую  XX',  принятую  за  ось  поверхностп  ;  пололшмъ  так;ко 
что  кривая  у  ах  будетъ  кругъ  поверхности,  описанный  точкою  а  при  про- 
пзвожденіи,  аг  радіуеъ  сего  круга,  аЬ  касательная  въ  точкѣ  а  къ  кругу,  н 
касательная  въ  той  же  точкѣ  а  къ  меридіональному  сѣченію  хау. 

Нормальная  ас  перпендикулярна  къ  д/,  которая  прямая,  будучи  каса- 
тельпа  къ  кривой  хау^  начерченной  па  поверхностп  ,  касательна  потому  п 
къ  самоіі  поверхностп.  При  тодіъ  плоскость  круга  ос  ау  перпендикулярна 
къ  осп  XX',  а  потому  п  къ  ея  плоскости  XX  /  *,  прямая  аЬ  есть  касательная 
къ  кругу,  а  посему  периендпкулярпа  къ  его  радіусу  «/■;  слѣдовательно  пря- 
мая аЬ  возставлена  чрезъ  точку  взятую  на  общемъ  П2:)есѣченіи  аѵ  двухъ 
перпенднкулярныхъ  между  собою  плоскостей  :  плоскости  круга  и  плоскости 
ХХ'2  мерпдіональнаго  сѣченія,  перпендикулярно  къ  сему  пресѣчепію  аг  •,  п 
такъ  прямая  аЬ  перпендикулярна  къ  плоскости  XX'/,  а  посезіу  п  къ  прямой 
<7С,  въ  оной  плоскости  чрезъ  точку  а  проведенной.  Изъ  всего  пзложениаго  заклю- 
чимъ,  что  нормальная  ас  перпеидикулярна  къ  двумъ  касательнымъ  д/  п  аЬ 
къ  поверхности,  чрезъ  точку  а  ея  пресѣчепія  съ  оною  п^зог.сденпымъ  ,  а  по- 
тому перпеидикулярна  къ  пхъ  плоскости,  то  есть  къ  касательной  плос- 
кости въ  точкѣ  а  къ  поверхности,  и  слѣдовательно  будетъ  нормальною  къ  по- 
верхностп въ  сей  точкѣ. 

Слгь^ствіе.  Изъ  доказаннаго  намп  предъ  спмъ  свойства  поверхностп  вра- 
щенія  слѣдуетъ  :  1)  обратно,  что  нормальная  къ  поверхности  есть  также  нор- 
мальная и  къ  мерпдіональному  сѣченію,  чрезъ   конещъ  ея  проведенному  ;  ибо, 
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есшь.ш  бы  сего  не  было,  тогда,  проведя  изъ  сего  конца  нормальную  къ  ме- 
ридіопальному  сѣченію,  получили  бы  въ  той  же  точкѣ  двѣ  нормальный  къ 
поверхности,  то  есть  пзъ  той  яіе  точки  два  перпендикуляра  къ  той  ліе  ка- 
сательной плоскости,  что  невозможно ;  2)  что  всѣ  нормальныя  къ  поверх- 
ности вращенія  встрѣчаютъ  ось  оной,  ибо  сіи  нормальныя,  будучи  нормальными 
къ  соотвѣтствуюш,пмъ  пмъ  мерпдіональнымъ  сѣченіямъ,  находятся,  по  одной, 
въ  соотвѣтствующпхъ  симъ  послѣднпмъ  мерпдіональныхъ  плоскостяхъ,  кото- 
рыя  всѣ  проходятъ  чрезъ  ось  •,  3)  что  всѣ  нормальныя  къ  поверхности, 
въ  точкахъ  того  л»е  круга  оной,  встрѣчаіотъ  ось  въ  одной  п  топ  же 
іиочкѣ,  ибо  сіе  свойство  существуетъ  относительно  къ  нормальнымъ  мери- 
діональныхъ  сѣченій,  которыя  суть  нормальныя  п  къ  самой  поверхности 
вращенія. 

57.  Мы  сказали,  что  поверхность  вращенія  задается  ея  плоскою  про- 
изводящею и  осью  'і  замѣтпмъ,  что  изъ  всѣхъ  плоскихъ  производящихъ  прп- 
надлежащихъ  мерпдіональнымъ  сѣченіямъ  ,  принимаютъ  въ  разсужденіе  на- 
ходящуюся въ  плоскости,  параллельной  вертикальной  плоскости  проэкцій. 
Сію  плоскую  производящую,  отлпчающуюся  отъ  другихъ  меридіональныхъ 
сѣченій  однимъ  токмо  ея  положеніемъ,  назовемъ  главною  плоскою  про2ізво^і,я- 
щею  и  поелику  ,  предполагая  существованіе  одной  токдю  поверхности  вра- 
щепія,  можно  всегда  принять  за  горизонтальную  плоскость  проэкцій,  плос- 
кость перпендикулярную  къ  оси  поверхности,  то  таковое  полол;еніе  оси 
мы  сохранимъ  въ  заданіяхъ  поверхности  вращенія- 

Главная  плоская  производящая  моя;етъ  быть  всегда  построена  ,  естьли 
поверхность  опредѣлена  заданіемъ  какой  ни  есть  пзъ  ея  производящихъ  и 
оси,  что  мы  теперь  и  пзложпмъ. 

И  так'ь  пусть  кривая  (ЛВС,  А  В'С)  (фиг.  21)  представляетъ  намъ  какую 
на  есть  производящую,  а  прямая  (ш,  т'п)  ось  поверзсностн  вращенія*,  пло- 
скость {^^^^)  будетъ  тогда  плоскостію  главной  плоской  производящей,  откуда 
и  слѣдуетъ,  что  построеніе  главной  плоской  производящей  есть  построеніе 
кривой  пресѣченія  сей  плоскости  {дт)  съ  данною  поверхностію  вращенія. 

Чгпобъ  построить  сію  кривую,  нзбираютъ  гдѣ  ни  есть  на  данной  произ- 
водящей (ЛВС,  А'ВС)  точку  (В,  В')*,  чрезъ  сію  точку  проводятъ  плоскость 
(<6оВ)  перпендикулярную  къ  оси  (/«,  т'п)  поверхности  ;  строятъ  кругъ  (Во^, 
В  О/у)  описанный  точкою  (В, В  )  при  произвожденіи  поверхности :  точка  пре- 
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сѣченія  (г/,  Ь)  сего  круга  съ  данною  плоскосгпію  {діп)  будстъ  принадлеліать 
искомой  кривой  пресѣченія,  то  есшь  г.тапіюй  плоской  производящей. 

Точка  (В,  В  )  находясь  па  поверхности,  находится  па  соотвѣтствуіо- 
щемъ  ея  пололіепію  меридіональпомъ  сѣченіп,  почему  ц  будетъ  существо- 
вать точка  главной  плоской  производящей,  находящаяся  съ  точкою  (В,  В') 
па  томъ  ;ке  опіісанномъ  сею  послѣднею  кругѣ  поверхностп  (Во*;,  \^оЬ);  сія 
искомая  точка,  находясь  въ  то  же  время  на  кругѣ  и  на  главной  плоской  про- 
изіюдлщсй,  проэктпруется  горизонтально  въ  общую  точку  ^  горизонталь- 
ной проэкціи  \^'о^  круга  п  горизонтальной  проэкцін  т^  искомой  плоской 
производящей,  а  вертикально,  на  вертикальную  проэкцію  ЪоЬ  круга,  л  прп- 
томъ  на  перпендикуляръ  с/Ь  изъ  ея  горизонтальной  проэкціи  къ  оси  проэк- 
щй  проведенный. 

Повторивъ  сіе  строеніе,  получимъ  еще  точку  [с/,  //)  для  искомой  кривой, 
п,  продолліая  таковымъ  образомъ,  моліемъ  очертить  сію  главную  плоскую 
производящую  {^п1,  ЬЬ'О). 

Замѣтпмъ,  что  сія  кривая,  находясь  въ  плоскости  параллельной  верти- 
кальной плоскости  проэкцій,  совершенно  равна  своеіі  вертикальной  проэкг^ін, 
между  тѣмъ  какъ  для  прочпхъ  меридіоиальныхъ  сѣченій  сего  свойства  не 
суще  .твуетъ 

58.  Поверхности  вращенія  раздѣляются  на  роды,  смотря  по  кривой 
производящей  самыя  простѣйшія  изъ  поверхностей  вращенія  составляютъ 
родъ  прямыхъ  цилиндровъ  и  прямыхъ  конусовъ.  Прямыми  цилиндрами  назы- 
ваются тѣ,  кои  могутъ  быть  пресѣчены  въ  кругѣ  перпендикулярною  къ 
пхъ  производящимъ  плоскостію :  тогда  осью  вращепія,  или  осью  прямаго 
цилиндра,  будетъ  прямая,  проходяіцая  чрезъ  центръ  направляющего  круга, 
которой  прпнимаетъ  тогда  названіе  осиовшііл  цилиндра,  перпендикулярно  къ 
плоскости  сего  круга,  то  есть  параллельно  производящимъ.  Прямые  конусы 
суть  тѣ,  у  коихъ  основаніе  есть  кругъ,  и  для  которыхъ  прямая,  проведенная 
чрезъ  центръ  сего  круга  н  вершину,  перпендикулярна  къ  плоскости  основанія, 
то  есть  къ  плоскости  сего  круга. 


*)  Задаіііе  поверхности  враіцсііія  посредство^іъ  ея  оси  и  главной  п.іоскоіі  производящей,  а  не  какой 
либо  производящей,  предсгаавдяешъ  дві  выгоды  :  і)  сокращаешь  чертеиа,,  ибо  сія  кривая  проэк 
тируется  горизонтально  въ  прямой,  параллельной  оси  проэкцій  ;  г)  по.існяегаъ  видъ  самой  пове2іх- 
ности,  ибо  сія  кривая  проэктируется  вертикально  въ  настоящей  своеіі  величииѣ. 
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прямой  цилиндръ  ,  прямой  коііусъ  .  п  всѣ  поперхпосшп  вращенія  ,  про- 
пЗБОдпмыя  кривыми  втораго  порядка,  называются  поверхпостямп  вращенія 
вптораго  порядка.  Впды  спхъ  поверхностей  суть :  да.тпсои^ъ  вртиепія, 
когда  производящая  есть  эллппспсъ  •,  частный  случай  эллппсопдовъ  состав- 
ляетъ  шаръ  *,  въ  спхъ  двухъ  поверхностяхъ  осп  вращенія  суть  :  для  первой 
одна  пзъ  осей  пропзводящаго  эллппспса,  а  для  второй  одпнъ  пзъ  діаметровъ 
произзодящаго  круга*,  ипсрболохір^ъ  вращеніл  объ  о^уіогі.  іголтъ,  когда  произво- 
дящая будетъ  одна  пзъ  вѣтвей  пперболы ,  а  ось  вращенія ,  мнимая  ось  сей 
кривой лпербо.чоп^ъ  оращеніл  о  ^з;вухо  полахь,  когда  ось  врап:^енія  будетъ 
пресѣкающеіо  осью  пперболы  парабоаои^л^ъ  вращеніл,  производимый  обраш^е- 
ніемъ  параболы  около  ея  осп 

59.  Косылш  поверхностями  называются  тѣ,  кои  производятся  двпже- 
ніемъ  прямой  такъ,  что  послѣдовательныя  два  положенія  сей  прямой,  вообще 
не  находятся  въ  той-  же  плоскости.  Сей  родъ  поверхностей  заключаетъ  въ 
себѣ  многіе  виды,  пзъ  копхъ  мы  займемся  пзвѣстнымп  подъ  названіемъ  косыхь 
Х1.ил1111.рровъ\1косыхъ  плоскостей.  (Слі.  въ  ^і^ополненіи:  о  косыхъ  поверхпостлхь 
оообіце). 

60.  Косыліъ  цплип^цюліь  называется  поверхность,  произведенная  двпже- 
ніемъ  прямой,  параллельно  данной  плоскости,  по  двумъ  дапнымъ  величиною  п 
полол;еніемъ  крпвымъ.  Здѣсь  производящая  доляша  удовлетворять  по  сему 
слѣдующимъ  условіямъ  :  1)  быть  параллельною  данной  плоскости ,  то  есть 
находиться  въ  плоскости,  параллельной  данной  2)  пресѣкать  обѣ  данныя 
крпвыя  направляющія.  Данная  плоскость,  которой  долліны  быть  параллель- 
ны ЕСѣ  пропзводящія  косаго  цилиндра ,  называется  плоскосппю  паралле- 
лпзлш  **). 


*)  Лъ  повсрхпостямъ  враи^енія  до.іяшо  также  отнести  ко.тъцевую  лЬвер.ьчсостъ  (зиіГасе  аппиіаіге). 
Сія  поверхность  щзоѵізводится  движеніемъ  кривоіі,  около  неподвижной  прямой ,  съ  тѣмъ  же 
условіемъ  какі.  поверхность  враіценія^  но  между  пространствомъ,  закдючсннымъ  сею  кривою  и 
осыо^  находится  пустота.  Кольцо  можстъ  пні.ть  пропзводліцимн  разднчныя  крииыя,  которыхъ 
видъ  опреділяетъ  частное  названіе  сеіі  поверхности. 

**)  Когда  одна  и.іь  нагіравдяющихъ  косаго  цилиндра  будетъ  прямая  линія,  піогда  изложенный  способт. 
произвождонія  опредѣдяетъ  особенный  вндъ  поверхностей^  иззіістпыхъ  подъ  названіемъ  коноидов;, 
по  сходсиіву  ііхъ  произвожденія  съ  пронзвоікдсніе.мъ  коиусовъ. 
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Представііпъ  себѣ  сущестпоітпіе  косаго  цилиндра ,  легко  усмотреть 
можеліъ,  что  гсякая  кривая,  начерченная  на  его  поперхностп ,  мо;кетъ  слу- 
ліішіь  онодіу  направляющею;  іізъ  чего  и  слѣдуегпъ,  что  косой  цтілппдръ 
пмѣешъ  оезчпсленпое  множество  направляю гцихъ,  равно  какъ  п  пропзподящпхъ. 
Изъ  всѣхъ  сігхъ  направляющпхъ  вводятъ  пъ  задапіе  цплпндра  двѣ  простѣй- 
шія,  какъ  по  нхъ  свойству,  такъ  п  по  положенію  относительно  къ  плос- 
костямъ  проэкцій.  Сіп  направляющія  суть  пресѣченія  косаго  цплпндра 
плоскосиіямп  ,  параллельными  вертикальной  плоскости  проэкцій.  Имѣя  то 
свойство,  что  нхъ  точки  находятся  въ  той  же  плоскостп,  сіп  направляю- 
щія  называются  плоският  направляющпліи. 

Плоскость  параллелизма  предполагается  при  заданіяхъ  перпендикулярною 
къ  горизонтальной  плоскости  проэкцій,  ибо  для  простоты  бъ  построеніяхъ 
всегда  можно  привести  въ  таковое  пололіеніе  ту  плоскость ,  которая  прп- 
ігпмаетсл  намп  за  горизонтальную  плоскость  проэкцій. 

61.  Дабы  показать,  что  всегда  мояшо  задавать  косой  цилиндръ  двумя 
его  плоскплш  направляющими,  предложимъ  вопросъ  о  построепіи  таковой 
плоской  направляющей  косаго  цплпндра,  заданнаго  какими  нп  есть  его  на- 
правляющими. 

Пусть  кривыя  (еле,  с'ае)  и  {ЬЛ^ч  ^Ѵ/')  (фиг.  22)  представляютъ  двѣ 
какія  ни  есть  направляющія  косаго  цилиндра,  а  плоскость  (Х.У,  ХУ)  пло- 
скость параллелизма  сего  цилиндра. 

Для  построенія  плоской  направляющей  доллшо  построить  пресѣчепіе 
съ  косымъ  цплиндромъ  какой  ни  есть  плоскости  (АН),  параллельной  герти- 
кальноіг  плоскости  проэкцій,  то  есть  кривую,  составленную  изъ  точекъ, 
общихъ  какъ  сей  плоскости  (АН),  такъ  и  всѣмъ  произподящнмъ  даннаго  косаго 
цилиндра. 

И  такъ,  построимъ  какую  ни  есть  производящую  заданный  косой  ци- 
линдръ •,  для  сего  избирается  точка  (л,  а)  на  одной  (<?«<?,  с  сіё)  изъ  данпыхъ 
кривыхъ  направляющпхъ;  чрезъ  сію  точку  проводится  плоскость  {ух,ссу') 
параллельная  данной  плоскостп  параллелизма  (УХ,  ХУ  )  ;  строится  точка 
пресѣчеиія  [Ь^Ь)  сей  проведенной  плоскости  съ  другою  направляющею  {Ьд^^ 
Ьа])  косаго  цилиндра.  Прямая  {(іЬ,ай),  соединяющая  точки  {Ь,  Ь')  п  (л,  а) 
двухъ  данныхъ  направляющпхъ,  будетъ  искомою  пропзгодящею,  пбо  удовле- 
шворяетъ  условіямъ,  входящимъ  въ  опредѣленіе  косаго  цилиндра  (60). 
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Строяшъ  іпочку  (/',  г)  пресѣчсііія  сеп  какой  нп  есть  производящей  (я^ 
а  Ь)  съ  шоскосптію  (АВ):  сія  точка,  по  изложенному,  будетъ  прпиадлеліать 
искомой  кривой. 

Таковымъ  образомъ  проведя  другую  какую  нп  есть  производящую  {ссі,  ссі  ) 
косаго  цилиндра,  опредѣляютъ  точку  и,  $)  ея  пресѣченія  съ  шоскостію 
(АВ),  то  есть  еще  одну  точку  для  пскомой  кривой  п  т.  д.,  до  того  ,  пока 
получатъ  достаточное  число  точекъ  для  очерчеиія  искомой  плоской  напра- 
вляюш,ей  (АВ, 

б2.  Косою  плоскостію  называется  косой  цплпндръ,  коего  направляющія  бу- 
дутъ  лппіи  прямыя.  По  сему  косая  плоскость  будетъ  поверхностію,  про- 
изведенною прямою  липіею,  параллельно  данной  плоскости,  по  двумъ  пря- 
мымъ.  Явно,  что  сіп  прямыя  направляющія  доляіны  пмѣть  таковое  взаимное 
пололіеніе,  чтобъ  опыя  не  находились  въ  той  ліе  плоскости  •■,  ибо  есть.та 
сего  не  существуетъ,  то  сіп  прямыя  будутъ  или  параллельны ,  или  встрѣ- 
птятся,  и  тогда  излояіенный  нами  способъ  пропзвожденія  опредѣлптъ  обык- 
новенную плоско  сть» 

При  заданіп  косой  плоскости  предполагается  также,  какъ  и  въ  косомъ 
и^илпндрѣ,  для  простоты  въ  построеніи,  что  плоскость  параллелизма  пер- 
пендикулярна къ  горизонтальной  плоскости  проэкцій.  Производящая  косой 
плоскости  должна  удовлетворять  слѣдующимъ  условіямъ ;  1)  быть  парал- 
лельна данной  плоскости  параллелизма,  то  есть  находиться  въ  плоскости, 
параллельной  сей  плоскости  •,  2)  пресѣкать  двѣ  прямыя  наг^эавдяющія.  Изъ 
сего  слѣдуегаъ,  что,  дабы  построить  какую  нп  есть  производящую  (л  6,  аЬ  ) 
(фиг.  22)  косой  плоскости,  доллшо  провести  какую  ни  есть  плоскость  {ух^ 
ху),  параллельно  ея  плоскости  параллелизма ;  построить  точки  пресѣченія 
(л,  а),  [  Ь,  Ь')  сей  плоскости  съ  ея  направляющими  (с/:^,  <-/;;)  и  [Ьі,  Ь  і ),  и  сое- 
динить сіи  точки  прямою. 

Косая  плоскость  извѣстна  такліе,  по  ея  свойству,  въ  слѣдствіе  коего 
оная  пресѣкается   плоскостію,  вообще,  въ  параболахъ  и  иперболахъ,  подъ 


*)  Заданіе  кос.іго  и^и.пшдрсЧ  его  п.іоскоетію  плрад.телизма  и  двумя  плоскими ,  а  пс  каіаі;ш  ни  есть 
направляющими,  имѣетъ  сдіідующія  выгоды:  і)  сакрагцаеіпъ  чертсжъ^  ибо  сін  кривыл  проэкпіи- 
руются  горизонтально  въ  пр;^мыxъ^  параллельпыхъ  оси  проэкіі,ііі  ^  2)  полси.іетъ  кріівп.іпу  дан  наго 
косаго  цилиндра,  ибо  п.іоскія  направлліои^ія  находятся  въ  плоскосптдхъ  ііа]іалл(мьпыхі.  вс])піи- 
кадьнон  плоскости  проэкцій,  а  потому  проэктируются  всргаика.іьио  въ  иаспюлп^ей  своей  величин*. 
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названіемъ  гіперболтескаго  угараболои^^а.  Мы  сказали  Бообще ,  ибо  пзъ  самаго 
оіірсдѣленія  явствуетъ,  что  спсгпема  плоскостей,  параллельпыхъ  плоскости 
параллелизма  ,  прссѣчстъ  сію  поверхность  къ  прямыхъ  лииілхъ  5  теперь  мы 
покажемъ,  что  сеть  еще  другая  сіісшеліа  параллельпыхъ  ме^кду  собою  пло- 
скостей, опредѣляіощпхъ,  своими  сѣчсніями  съ  косою  плоскостію,  всегда  пря- 
мыя  лииіп.  ' 

63.  Плоскость,  параллельная  направляющимъ  косой  плоскости,  пресѣ- 
каепіъ  сію  поверхиосгпь  въ  прямой  линіи. 

Для  доказательства  сего  свойства  косой  плоскости  пололшмъ,  что  пло- 
скость М  (фиг.  23)  представляешь  памъ  плоскость  параллелизма,  прямыя  Аа, 
ВО,  Сс  —  какія  ни  есть  три  производящія,  и  прямыя  са,  С  А  —  какія  ни 
есть  двѣ  нап]эавляющія  косой  плоскости.  Предположимъ,  что  плоскость  N 
есть  плоскость  проведенная  въ  простраиствѣ  чрезъ  двѣ  прямыя,  параллельныя 
двумъ  направляющимъ  са,  СА  косой  плоскости,  и  представпмъ  себѣ  ,  что  сѣ- 
куш;ая  плоскость,  параллельная  спмъ  направляюп]^шіъ,  гао  есть  плоскости  Л', 
пресѣкла  три  производящія  Аа,  ІІЬ,  Сс  косой  плоскости  въ  точкахъ  /,\,Х; 
лпнія  сѣчеиія  сей  плоскости  съ  косою  плоскостію  будетъ  Х\/^. 

Проведемъ  пзъ  точки  с,  конца  одной  са  изъ  направляющихъ ,  прямую 
сВ  параллельно  производящей  Аа,  и  продолжпмъ  сію  прямую  до  точки  О 
пресѣченія  съ  прямою  АО,  проведенною  изъ  конца  А  производящей  Аа, 
параллельно  направляющей  са  соединимъ  точки  С  и  В  прямою  СВ.  Бу- 
демъ  пмѣть  плоскость  сСВ ,  параллельную  плоскости  параллелизма  М  ,  и 
плоскость  СВА ,  параллельную  плоскости  N  направляющихъ.  Проведемъ 
чрезъ  производящую  6В  плоскость  ^ВЕ  параллельно  плоскости  М  паралле- 
лиЗхМа,  и  чрезъ  точки  X,  У,  X,  плоскость  сѣкущую,  а  по  сему  параллель- 
ную плоскости  N  направляющих ы  Прямыя  пресѣченія  параллельпыхъ  меж- 
ду собою  плоскостей  СОс  и  ОЕЕ  съ  другими  плоскостями,  будутъ  параллель- 
ны, и  именно:  ЕВ  пар.  ВС  пар.  сПі  пар.  еУ,  и  Вс  пар.  ЕО  пар.  Аа.  П  такъ 
треугольппкъ  ссІХ.  подобенъ  треуг.  с^С,  п  треуг.  е\1>  ОС  Е^В,  почему 
ссі     а\     Ье  еУ 

с\У~  СТ)  ^  ІЛ^  ~~  ВЁ  *'  "Р^^  птомь  сс1~  Ье,  и  сВ~  6Е,  с.іѣдопапіельно  по.іучинъ 

сА  __Ь'г  сІХ      еУ       ^/Х      ВС  „ 

—  ^  ,  а  по  сему  выведемъ  ,  что        —  ^  пли  -у^  —  |т"|7'      І1]шнявъ  въ 

разсужденіе,  что  плоскости         и  В(]А  между  собою  параллельны,  что  при- 
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томъ  —  ВА  и  еЪ  —  АЕ,  н  что  изъ  выведенной  пропорціи  слѣдуеіт,:  во 
сколько  разъ  1)С  болѣе  КЕ,  во  столько  разъ  йИ.  болѣе  еУ,  основываясь  на 
шомъ,  что  лпнія  СБА  есть  линія  прямая,  заключпмъ,  что  п  лішія  то 
есть  лішія  пресѣченія  косой  плоскости  съ  плоскостію  параллельною- ея  ііа- 
правляюп^пмъ,  будетъ  также  лпнія  прямая. 

64.  Изъ  доказаннаго  предъ  симъ  слѣдуетъ,  что  представпвъ  движущую- 
ся параллельно  плоскости  направляющихъ  плоскость,  получпмъ  для  канідаго 
ея  положенія  пресѣченіемъ  оной  съ  косою  пдоскостію  опредѣленпую  на  сей 
поверхности  прямую.  И  такъ  косая  плоскость  можеть  быть  разсматрп- 
ваема,  какъ  мѣсто  безчпслекнаго  множества  прямыхъ,  параллельныхъ  плос- 
костп  направляющпхъ,  и  при  томъ  пресѣкающпхъ  какія  ни  есть  двѣ  изъ 
ея  пропзводящихъ.  Отсюда  слѣдуетъ  другой  способъ  пропзвол;денія  косой 
плоскости,  замѣняя  ея  преяіиюю  производящую  (62)  прямою  параллельною 
ея  плоскости  направляющпхъ,  то  есть  ея  направляющею,  а  двѣ  ея  прежнія 
направляющая  двумя  какими  ни  есть  ея  производящими.  Прямая  направля- 
ющая ,  которая  захМѣнитъ  въ  пзложенномъ  нами  способѣ  произвожденія 
косой  плоскости  прямую  производящую ,  или  та  прямая,  которая  п2эоизво- 
діітъ  косую  плоскость,  двигаясь  по  двумъ  ея  производящпмъ ,  параллельно 
плоскости  направляющпхъ  ,  называется  поперегною  произво^з^лщею  косой  пло- 
скости. 

И  такъ  поперечная  производящая  должна  удовлетворять  слѣдующпмъ 
условіямъ  :  1)  находиться  въ  плоскости  параллельной  направляющимъ  %  2)  пре- 
сѣкать  двѣ  пропзводящія,  или,  что  все  равно,  имѣть  двѣ  общія  точки  съ 
косою  плоскостію. 

65.  Когда  косая  плоскость  пмѣетъ  относительно  къ  косому  цплипдру 
пололіепіе,  по  которому  прямыя  направляющая  косой  плоскости,  въ  точкахъ 
соотвѣтствующпхъ  той  яѵе  производящей  косаго  цилиндра  ,  касательны 
къ  крипымъ  направляющимъ  онаго,  и  при  томъ  ,  когда  сіп  двѣ  поверхности 
имѣіотъ  общую  плоскость  параллелизма,  тогда  косая  плоскость  касательиа 
кт)  косому  цилиндру  въ  сей  производящей. 

66.  иліліпіуЗ^роаіь  обс])пгы(іаіоіцгиііъ  какую  іш  есть  поверхность  назы- 
вается поиерхность,  составленная  всѣми  прямыми  касательными  къ  сеіі  ка- 
кой ни  есть  поверхности,  и  при  томъ  параллельными  данной  прямой.  Кри- 
вая, проходящая  чрезъ  всѣ  точки  касанія  пропзводящихъ  такоі-.аго  цилиндра 


55 


къ  поверхности,  называется  і^ривою  касапіл  опаго.  {Обь  обврткахь  и  обер- 
иутыхъ  пооерхностлхъ  вообще  слс.  сь  ,^07голнс7і/іі.) 

Подобпымъ  образомъ,  обортываюгщинь  колусо.пь  какую  пи  есть  поверх- 
ность назыпается  поперхносліь  составленная  псѣмп  прямыми  касательными 
къ  сеіі  какоіі  нп  есть  поверхности,  п  при  томъ  проходящими  чрезъ  данную 
точку.  Кривая,  определяемая  всѣмн  точками  касапія  пропзводящихъ  тако- 
ваго  конуса  къ  поверхности,  называется  кривою  касспііл  онаго 

Говорится,  что  поверхности  касателыіы  въ  какой  ни  есть  общей  нмъ 
точкѣ,  когда  въ  сей  точкѣ  нмѣютъ  общую  касательную  плоскость 


О  ллоскостп.Хо  касателъпыхъ  и  о  нормалшы<го^ 
ког^а  ^аиа  тог:па  иасаніл, 

67.  Мы  прежде  сказали,  что  касательною  плоскостГю  называютъ  плос- 
кость, опредѣляемую  двумя  касательными  въ  какой  ни  есть  точкѣ  къ  по- 
верхности (45).  Когда  дана  точка  касанія,  то  сіи  касательныя,  явно,  дол- 
жны проходить  чрезъ  сію  точку  ,  н  по  условію  касанія  къ  поверхности, 
должны  быть  касательны  къ  соотвѣтствующимъ  кривымъ  ,  начерченнымъ 
чрезъ  оную  точку  на  поверхности. 

Когда  данная  поверхность  произведена  двшкеніемъ  прямой ,  каковы  на 
примѣръ  поверхности  цилиндра,  конуса,  косаго  цилиндра  п  косой  плоскости, 
то  одна  изъ  двухъ  касателъпыхъ  ,  опредѣляющихъ  искомую  касательную 
плоскость,  будетъ  производящею  ,  проходящею  чрезъ  данную  точку  ка- 
санія  (44). 


Есть.іи  какая  ни  есть  поверхность  оьсрпгивастъ  другую  поверхность,  то  сіе  значить,  что  сіи 
поверхности  въ  точкахі.  линііг,  по  кошорон  одна  обергаываегаъ  другую,  илѣютъ  общія  каса- 
тедьныя  плоскости. 

Къ  сей  сташьѣ  п]ііінад.іежатъ  двѣ  статьи  въ  общихъ  примі.чані.чхъ  и  прнбавлсиілхъ :  перЕа.о 
о  уриіінсіаяхь  разслттриваемыль  уіоаерл/іостсй^  и  ыпо^а.ч  в  ііредстаблсніи  поверхностей, 
относительно  къ  паоскостя.пъ  і^юэкцій. 
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Въ  поверхностяхъ  вращенія,  кол  не  входятъ  въ  классъ  прямою  линіею 
производпмыхъ  поверхностей ,  для  построенія  касательной  плоскости  въ 
данной  точкѣ  на  поверхности  ,  избираютъ ,  при  построеніп  касательныхъ 
опредѣляющихъ  искомую  плоскость,  тѣ  двѣ  кривыя,  проходящія  чрезъ  данную 
точку  на  поверхности,  который  бы,  какъ  по  своему  положенію  ,  такъ  п  по 
виду,  были  наипростѣйшія  изъ  всѣхъ  тѣхъ,  которыя  могутъ  быть  начер- 
чены на  поверхности  чрезъ  данную  точку. 

68.  Приложете  I.  Провести  касательную  плоскость  къ  цилиндру, 
коего  осиованіе  п  производяш^ая  даны,  чрезъ  точку  на  его  поверхности  *). 

Для  сего  чрезъ  данную  точку  проводятъ  производяп^ую  і^илппдръ ; 
строятъ  точку  пресѣченія  сей  пропзводяш,ей  съ  горизонтальною  плоскостію 
проэкцій,  и  сію  точку  принимаютъ  въ  разсужденіе,  дабы  провести  въ  оной 
касательную  плоскость. 

Поелику  цилпндръ  есть  поверхность,  произведенная  прямою  лпніею,  то 
касательная  плоскость,  въ  принятой  въ  разсуліденіе  точкѣ,  будетъ  содер- 
ліать  построенную  нами  производящую ,  проходящую  чрезъ  сію  точку. 
При  томъ  основаніе  і^илиндра  есть  кривая  начерченная  чрезъ  оную  точку 
на  поверхности,  слѣдовательно  касательная  плоскость  въ  сей  точкѣ  будетъ\ 
содеряіать  касательную  къ  основанію,  проходящую  чрезъ  сію  точку  ;  стро- 
ятъ сію  касательную.  Чрезъ  двѣ  прямыя :  построенную  производящую  и 
построенную  касательную  ,  проводятъ  плоскость  5  сія  плоскость  будетъ 
касательна  къ  цилиндру  въ  піочкѣ  взятой  на  основаніп,  а  по  сему  будетъ 
касаться  къ  оному  во  всѣхъ  точкахъ  производящей  проведенной  чрезъ  сію 
точку,  слѣдовательно  и  въ  данной  точкѣ. 

69.  Прііложспіе  П.  Провести  нормальную  къ  цилиндру,  коего  основаніе 
и  производящая  даны,  чрезъ  точку  на  его  поверхности. 

Основываясь  на  томъ,  что  нормальная  въ  данной  точкѣ  есть  прямая 
перпендикулярно  къ  касательной  плоскости,  въ  оной  точкѣ  къ  поверхности 
проведенная,  строятъ  въ  данной  точкѣ  касательную  плоскость  къ  данному 


Дабы  заданная  точка  находилась  точно  на  поверхности  ,  должно,  чтоСъ  оная  находилась  ма  одной 
изъ  производящихъ  і^илиіідрь.  Прямая  протянутая  чрезъ  данную  точку  паралле.іьио  производ.т- 
іцииъ^  должна  по  сему  пр^сѣчь  горизонтальную  плоскость  проэкі^ій  на  основаніи  даннаго  цилиндра. 
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цплппдру  (Прплож.  1)  потомъ  чрезъ  данную  точку  возсшавляютъ  къ  сей 
плоскости  перпендпкуляръ,  который  и  будетъ  искомою  нормальною  ^^). 

Лрнбав.іспіс.  Для  опредѣлепія  плоскости  нормальной  къ  і^плпндру  въ 
данной  пронзнодящей  онаго,  проіюдятъ  чрезъ  сію  пропзтюдящую  и  нормаль- 
ную въ  какой  ни  есть  точкѣ  па  опой  плоскость,  которая  и  будетъ  иско- 
мою нормальною  плоскостію  (49). 

ТО.  Прпложеіііе  III.  Провести  касательную  плоскость  къ  конусу,  коего 
основаніе  п  вершппа  даны,  чрезъ  точку  на  его  поверхностп 

Для  сего  чрезъ  данную  точку  проводятъ  производящую  данный  конусъ', 
строятъ  точку  пресѣченія  сей  производящей  съ  горизонтальною  плоско- 
стью проэкцій,  п  сію  точку  принимаютъ  въ  разсужденіе  ,  дабы  провести  въ 
оной  касательную  плоскость. 

Поелику  копусъ  есть  поверхность  произведенная  прямою  лпніею ,  то 
касательная  плоскость  въ  принятой  въ  разсужденіе  точкѣ  будетъ  содер- 
жать произіюдящую  проходящую  чрезъ  сію  точку ;  сія  производящая  уже 
построена.  При  томъ  основаніе  конуса  есть  крпвая  начерченная  на  поверх- 
ности чрезъ  принятую  въ  разсуліденіе  точку ,  слѣдственно  касательная 
плоскость  будетъ  проходить  чрезъ  прямую  ,  касательную  въ  сей  точкѣ  къ 
осиованію  •,  строятъ  сію  касательную.  Чрезъ  двѣ  построенныя  прямыя : 
производящую  и  касательную,  проводятъ  плоскость ;  сія  плоскость  будетъ 
касательна  къ  конусу  въ  принятой  въ  разсужденіе  на  его  основаніп  точкѣ, 
а  посему  будетъ  касаться  къ  оному  во  всѣхъ  точкахъ  прбизводящей  про- 
веденной чрезъ  сію  точку  (53),  следовательно  и  въ  данной  точкѣ.  ' 


Можно  іпакіке  разрешить  сей  вопросъ^  основываясь  на  шомъ,  что  норма.іыіая  къ  кривой  сѣченія 
и,іі.іііндра  перпснднку-мрною  п.іоскостію  къ  его  производяіцимъ,  будетъ  нормальна  и  къ  НіИ.іин- 
дру.  Сія  прямая  находится  въ  плоскости  перпендикз  мяркой  къ  пронзводяіі^ей ,  а  потому 
перпендикулярна  къ  сей  прямой ;  пригаомъ  оная  норма.іьна  къ  кривой  начерченгіой  на  поверхно- 
сти, а  потому  перпендикулярна  и  къ  касательной  къ  сей  кривой ,  то  есть  перпеядику-іярна 
и  къ  другой  касательной  къ  и,плиндру. 

Когда  и,нлиндрь  будегаъ  IIрямой^  піогда  изъ  данной  течки ,  въ  плоскости  заключающей  ось 
і^іглиндра  и  производящую  соответствующую  данной  ітіочкѣ ,  возставляюгпъ  перпевдикуляръ  къ 
сеи  проигБОдящсй,  который  и  будетъ  искомою  нормальною. 
')  Дабы  заданная  точка  находилась  точно  на  поверхности,  должно,  чтобъ  оная  находилась  на 
одной  изъ  произкод.чщнхъ  даннаго  конуса.  По  сему  прямая  протянутая  чрезъ  вершину  конуса 
и  чрезъ  данную  точку  должна  всгарітишь  горизонтальную  плоскость  проэкцій  на  основаніи  онаго. 
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71.  Приложеніе  IV .  Провести  нормальную  къ  конусу,  коего  основаніе 
п  Еершшіа  даны,  чрезъ  точку  на  его  поверхности. 

Основываясь  на  шомъ,  что  нормальная  въ  данной  точкѣ  есть  прямая 
проведенная  чрезъ  сію  точку  перпендикулярно  къ  касательной  плоскости  къ 
оной  точкѣ  къ  конусу,  строятъ  въ  данной  точкѣ  касательную  плоскость  къ 
даннодіу  конусу  (Прялояі.  III)  •,  потомъ  чрезъ  данную  точку  проводятъ  къ  сей 
плоскости  перпеядіікуляръ ,  который  н  будетъ  искомою  нормальною 

Прибавлеиіе.  Для  построеяія  плоскости  нормальной  къ  данному  конусу 
въ  данной  производящей  онаго,  чрезъ  сію  производящую  п  норіиальную  къ 
конусу  въ  каішй  ни  есть  точкѣ  на  сей  производящей  проводятъ  плоскость, 
которая  н  будетъ  искомою  нормальною  плоскостію  (54). 

72,  Приложеиіе  V.  Провести  касательную  плоскость  къ  поверхности 
враш^енія,  коей  плоская  производящая  **)  н  ось  даны  ,  чрезъ  точку  на  по- 
верх;иости  "**'''). 

Для  сего  чрезъ  данную  точку  проводятъ  кругъ  ,  описываемый  точкою 
плоской  производящей ,  соотвѣгпсіпвующею  тому  же  съ  данною  точкою 
кругу  поверхносгпп,  при  пропзвояіденіи  оной  *,  сей  кругъ  будетъ  одною  пзъ 
крпвыхъ,  посредствомъ  коихъ  достигнемъ  до  разрѣшеиія  вопроса. 

За  другую  кривую,  начерченную  чрезъ  данную  точку  на  поверхности, 
примемъ  Еообраяіаемое  пололіеніе  плоской  производящей  ,  когда  оная  при  опи- 
сываніп  поперхпостп  проходптъ  чрезъ  данную  точку. 

Для  проведенія  касательной  въ  данной  точкѣ  къ  построенному  нами 
кругу,  проведемъ  чрезъ  сію  данную  точку  меридіональную  плоскость.  Каса- 
тельная къ  кругу  въ  данной  точкѣ  находится  съ  симъ  кругомъ  въ  той  лее 
плоскости,  перпендикулярной  къ  оси  поверхности  ,  и  при  томъ  перпендику- 
лярна къ  радіусу  сего  круга,  гао  есть  къ  общему  пресіченію  мерпдіональноп 

*)  Когда  конусъ  будетъ  прямой^  тогда  изъ  данной  точки  ^  въ  плоскости  проходящей  чрезъ  ось 
конуса  и  производящую  заключающую  сію  точку,  возставляютъ  къ  сей  производяиіеи  перпеыдн- 
кухчръ,  который  и  будетъ  искомою  нормальною. 

**)  Подъ  плоскою  производящею  мы  будемъ  разуметь  главную  плоскую  производящую ,  для  крат- 
кости въ  издоженіи. 

***)  Чпіобы  точка  находилась  на  заданной  поверхности,  должно,  дабы  оная  находи.іась  на  одномъ 
изъ  крутовъ  поверхности,  описапныхъ  различными  точками  плоской  производящей  ,  при  произ- 
воліденіи  поверхиосгаи  вращенія.  Посему  к])угъ  поверхности,  построенный  Ч])езъ  данную  точку, 
дол;кснъ  встрітить  плоскость  плоской  лронаводящен  въ  точкѣ,  принадлеиіащсй  сен  кривон. 
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плоскости  съ  шоскостію  сего  круга,  слѣдогателыю  касательная  къ  постро- 
енному намп  кругу  въ  дапной  точкѣ ,  будетъ  перпспдпкуллромъ ,  іюлстав- 
лениымъ  чрезъ  сію  точку  къ  мерпдіопальной  плоскости  *,  строятъ  сеіі  пер- 
пепдпкуляръ. 

Для  прогедеиія  касательной  пъ  дапной  шочкѣ  къ  кривой,  слуяіащей 
воображаемтлмъ  положепіемъ  плоской  производящей,  когда  опая  при  оппсы- 
вапіи  поверхпостп  проходптъ  чрезъ  сію  точку ,  сопмІ;стпмъ  ліерпдіоиаль- 
1'ую  плоскость  дапной  точки  п  сію  точку  съ  плоскостію  плоскоіі  л2эопзво- 
дящей ;  данная  точка  въ  семъ  совмѣщеніл  упадетъ  въ  одну  пзъ  точекъ  дан- 
ной плоской  производящей.  Чрезъ  сію  последнюю  точку  проведемъ  каса- 
тельную къ  плоской  производящей  •,  постропмъ  точку  пресѣченія  сей  каса- 
тельной съ  осью  поверхности ,  п  чрезъ  сію  точку  пресѣченія  п  данную 
точку  проведемъ  прямую.  Сія  прямая  будетъ  искомою  касательпою ,  въ 
данной  точкѣ ,  къ  предполагаемой  кривой  проходящей  чрезъ  сію  точку, 
ибо  данная  точка  п  тОчка  ея  совмѣщенія  на  плоской  производящей  ,  нахо- 
дятся на  гаомъ  ліе  кругѣ  поверхности,  а  потому  касательныя  въ  оныхъ 
къ  мерпдіопальнымъ  сѣченіямъ  спхъ  точекъ,  встрѣчаютъ  ось  поверхпостп 
въ  той  же  точкѣ  (56). 

Чрезъ  двѣ  построенныя  касательныя  къ  крпвымъ,  начерченпымъ  на  по- 
верхности вращенія  чрезъ  данн^'^ю  точку,  а  посему  чрезъ  касательныя  къ 
самой  поверхности  въ  сей  точкѣ ,  проведемъ  плоскость ,  которая  и  будетъ 
искомою  касательпою  плоскостію. 

73.  Прилооісеніг  VI.  Провести  нормальную  къ  поверхности  вращеніл, 
коей  плоская  производящая  и  ось  даны,  чрезъ  данную  точку  на  поверхпостп. 

Основываясь  на  томъ,  что  нормальная  въ  данной  ліочкѣ  есть  прямая, 
проведенная  чрезъ  сію  точку  перпендикулярно  къ  касательной  плоскости 
въ  оноіі  точкѣ  къ  поверхности ,  строятъ  въ  данной  точкѣ  касательную 
плоскость  къ  данной  поверхности  вращенія  (Прплояі.  У) ;  потомъ  пзъ  дан- 
ной точки  возставляютъ  къ  сей  плоскости  перпендпкуляръ ,  который  и  бу- 
детъ искомою  нормальною. 

Прибавление.  Сей  вопросъ  можно  рѣшить  весьма  выгодно,  независимо 
оть  проведенія  касательной  плоскости,  основываясь  на  томъ ,  что  нормаль- 
ныя  къ  поверхности  вращенія  въ  точкахъ,  соотвѣтстгующихъ  тому  же 
ея  кругу,  встрѣчаготъ  ось  поверхности  въ  той  же  точкЬ  (50). 

* 
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Для  сего  чрезъ  данную  точку  строяіпъ  кругъ,  описываемый  точкою 
плоской  проііззодлш^ей,  сооптвѣгасшвующею  съ  данною  точкою  тому  же 
кругу  поверхности,  при  пропзвожденін  оной ;  чрезъ  сію  точку  плоской  про- 
изводящей  проводить  нормальную  къ  сей  кривой  •,  строятъ  точку  пресѣче- 
нія  сей  нормальной  съ  осью  поверхности.  Чрезъ  сію  точку  пресѣченія  н 
данную  точку  проподятъ  прямую,  которая  п  будетъ  искомою  нормальною. 

Явно,  что  основываясь  па  семъ  выгодномъ  постросніи  нормальной  въ 
данной  точкѣ  къ  поверхности  враш,енія  ,  получпмъ  касательную  плоскость 
въ  сей  точкѣ  къ  поверхности,  построивъ  чрезъ  оную  точку,  то  есть  чрезъ 
конеі^ъ  построенной-  нормальной ,  перпендикулярную  плоскость  къ  сей 
прямой. 

74.    ІТрелчде,  нежели  займемся  разрѣшеніемъ  вопроса  о  проведенін  каса- 
тельной плоскости  къ  косому  цилиндру,  разізѣшпмъ  слѣдующія  Прпложенія : 
Прилохсспіе  У II,    Построить  поперечную  производящую  ,  проходящую 
чрезъ  данную  точку  на  косой  плоскости ,  коей  плоскость  параллелизма  п 
двѣ  направляющія  даны  *'). 

Для  сего  Еспомнимъ  (64),  что  поперечная  производящая  доллша  удовле- 
творять дзумъ  условіямъ :  1)  нмѣть  двѣ  общія  точки  съ  косою  цлоскостію, 
п  2)  находишься  въ  плоскости,  параллельной  плоскостп  направляющихъ- 

II  такъ,  поелику  искомая  прямая  должна  пройти  чрезъ  данную  точку, 
проведемъ  чрезъ  сію  точку  плоскость  параллельно  направляющпмъ  данной 
косой  плоскости  :  плоскость  сія  будетъ  содержать  искомую  прямую. 

Постропмъ  прямую  пресѣченія  проведенной  плоскости  съ  плоскостію 
параллелизма  данной  косой  плоскостп  ностроимъ  такн^е  прямую  пресѣченія 
косой  плоскостп  съ  плоскостію  параллелизма,  то  есть  производящую  косой 
плоскостп,  находящуюся  въ  плоскости  параллелизма  •,  сія  прямая  определится 
двумя  точками,  копюрыя  будутъ  точки  пресѣченія  направляющихъ  косой 
плоскости  съ  плоскостію  параллелизма» 

Постропмъ  точку  встрЬчи  сихъ  двухъ  прямыхъ  пресііченія ,  находя- 
щихся въ  той  же   плоскости,  то  есть  въ  плоскости  параллелизма.  Сія 

*)  Діібы  даииая  точка  находилась  на  поверхности^  должно^  чтобъ  оная  была  взята  на  одной  и»ъ 
производящихъ  косой  пдоскосіпи.  По  солу  точки  пресі.ченгя  пдоскосши,  проведенной  чрезъ  данную 
точку,  параллельно  плоскости  параллсаизма^  съ  плоскими  направляющими,  должны  съ  данною 
точкою  находиться  на  той  же  прямой. 
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точка  встрѣчп  будетъ  пріінадлелѵать  искомой  поперечной  производящей,  ибо 
точка  сія  находится  какъ  па  плоскости  направляюш,пхъ  ,  проведенной  чрсзъ 
данную  точку,  такъ  п  на  косой  плоскости. 

Построенную  предъ  спмъ  точку  встрѣчн  соедпняютъ  съ  данною  точ- 
кою прямою*,  сія  прямая  будегпъ  искомая  поперечная  производящая,  ибо 
удоплетиоряетъ  обоимъ  условіядіъ,  входящимъ  въ  ея  опредѣлепіе. 

При^юженіе  У III.  Построишь  косую  плоскость,  касательную  т.ъ  дан- 
ной производящей  къ  косому  і^илпндру,  коего  двѣ  плоскія  направляющія  п 
плоскость  параллелизма  даны. 

Для  сего  спіроятъ  точки  пресѣченія  данной  производящей  съ  данными 
направляющими  косаго  цилиндра  •,  въ  сихъ  гаочкахъ  пресѣченія  проводлтъ 
касательпыя  къ  симъ  кривымъ  направляющимъ.  Сіп  прямыя  касательныя  п 
плоскость  параллелизма  даннаго  косаго  цилиндра,  опредѣлятъ  искомую  косую 
касательную  плоскость  (65).  ^ 

75.  ІТргіаоокеніе  IX.  Провести  касательную  плоскость  къ  косому  ци- 
линдру, коего  двѣ  плоскія  направляющія  п  плоскость  параллелизма  даны, 
чрезъ  точку  на  его  поверхности 

Для  сего  чрезъ  данную  точку  проводятъ  производящую  данный  косой 
цплиндръ  5  сія  производящая  будешъ  одною  пзъ  прямыхъ  принадлежащпхъ 
искомой  касательной  плоскости  (44). 

Для  построенія  другой  прямой,  содержимой  искомою  касателъпою  пло- 
скостію,  посніроимъ  косую  касательную  плоскость  къ  данному  косому  ци- 
линдру въ  производящей  предъ  спмъ  проведенной  (Прилож.  Сшроятъ 
поперечную  производящую  сей  косой  плоскости,  проходящую  чрезъ  дан- 
ную точку  (Прилож.  ТП) ;  сія  поперечная  производящая  будетъ  другою 
прямою,  принадлеліаш,ею  псколюй  касательной  плоскости,  ибо  сія  прямая,  на- 
ходясь въ   косой  касательной  плоскости  къ  данному  косому  цилиндру  въ 


)  Должно  замЬтить,  чшо  косыя  поверхности,  относшпедьпо  къ  ихъ  касательныяъ  п.іоскосгаямъ, 
іімѣютъ  особенное  оті>  другііхъ  поверхностей  свойство^  по  которому  всякая  п.Iоскосгаь^  касагаелыіа.і 
къ  косой  пове2эхностіь  ііроходяи^ая  чрезъ  какую  ни  есть  -пропзводяіі](л'Ю,  касается  къ  оноіі 
поверхности  въ  одной  токмо  гаочкѣ  сей  производящей,  и  мелчду  тѣмъ  будетъ  всегда  сѣкуіцею 
пдоскосгпію  сей  поверхности ;  при  томъ ,  будучи  обращаема  около  сей  производящей во  всі.хъ 
е.і  положені.чхъ  будетъ  касатсіьна  къ  косой  поверхности  въ  одной  пзъ  точекь,  пршіадлежапі^ихъ 
сей  производящей.     (См.  въ  доподн :  о  косъгхі  повер^тостяхъ  еообщс]. 
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проведенной  производящей  чрезъ  данную  гаочку,  п  проходя  при  гпоімъ  чрезъ 
данную  точку,  находящуюся  на  производящей  касаііія  косой  плоскости,  бу- 
детъ  касательна  въ  данной  точкѣ  къ  косому  цилиндру. 

Чрезъ  двѣ  предъ  спмъ  построенныя  въ  данной  точкѣ  касательныя  къ 
данному  косому  цплішдру  проводятъ  плоскость,  которая  п  будетъ  пскомою 
касашельною  плоскостію. 

16.  Прилоокете  X.  Провести  нормальную  къ  косому  цплпндру,  коего 
двѣ  шоскія  направляющія  п  плоскость  параллелизма  даны,  чрезъ  точку  на 
его  поверхности. 

ОсновыЕаясь  на  опредѣленіп  нормальной,  проводятъ  въ  даннной  точкѣ 
касательную  плоскость  къ  данному  косому  цилиндру  (Прплож.  IX)  •,  пзъ  дан- 
ной точки  возставляютъ  перпендикуляръ  къ  проведенной  плоскостл,  кото- 
рый и  будетъ  искомою  нормальною. 

11.  ІІриложепіе  XI.  Построить  точку  касанія  данной  плоскости,  про- 
ходящей чрезъ  данную  производящую  косаго  цилиндра ,  коего  двѣ  плоскія 
направляющія  и  плоскость  параллелизма  даны 

Для  разрѣшенія  сего  вопроса  должно  опредѣлпть  другую  прямую,  кромѣ 
данной  производящей,  которая  бы  находилась  въ  данной  плоскости ,  п  была 
бы  касательна  ііъ  косому  цилиндру  въ  точкѣ  ея  пресѣченія  съ  сею  произво- 
дящею. 

Для  сего  строятъ  косую  плоскость,  касательную  къ  данному  косому 
цилиндру  въ  данной  производящей  (Прплож.  УПІ). 

Строятъ  общую  точку  сей  косой  плоскости  п  данной  плоскости  *,  для 
сего  опредѣляюпіъ  прямую  пресѣченія  данной  плоскости  съ  плоскостію  па- 
раллелизма. Сіп  двѣ  построенныя  прямыя  будутъ  находиться  въ  общей 
пмъ  плоскости,  —  въ  плоскости  параллелизма  *,  строятъ  точку  встрѣчи  спхъ 
пряиыхъ,  которая  и  будетъ  общею  точкою  косой  плоскости  п  данной 
плоскости. 

Чрезъ  сію  построенную  точку  проводятъ  поперечную  производящую 
косой  касательной  плоскости  (Прилож.  УІІ). 

*)  Сей  Еопросъ  можетъ  быть  преддоженъ  отностпедьно  токмо  къ  косымъ  поверхностямь ,  основы- 
ваясь на  излолхенномъ  нами  ихъ  свойств*  въ  примѣчаніи  къ  Прііложенію  IX  }  частный  с.іучай, 
не  подходящій  подъ  сіе  оби^ее  прим1■,чаніе^  явно  будетъ  тотъ,  когда  данная  плоскость^  проходя 
чрезъ  данную  производящую,  будешь  параллельна  плоскости  параллелизма  даннаго  косаго  і^илиндра. 
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Точка  пресѣчеііія  сей  поперечной  пропзводящеіі,  съ  даппою  производя- 
щею, будетъ  искомою  точкою  касапія ;  пбо  сія  поперечная  производящая 
припадлеяіптъ  даппой  касательной  плоскости ,  пмѣя  съ  сею  послѣднею  двѣ 
оощіл  точки  :  одну  па  даппой  производящей,  другую  въ  плоскости  парал- 
лелизма ;  слѣдовательио  данная  касательная  плоскость  содерлинпъ  въ  по- 
строенной предъ  сшіъ  пючкѣ  двѣ  касательныя  къ  данному  косому  цилиндру  : 
сію  поперечную  производящую  и  данную  производящую,  п  такъ  будетъ  ка- 
сашельна  въ  сей  пючкѣ  къ  данному  косоліу  і^нлиндру. 


О  плоскосшахо  касателъиыхъ  и  о  норлалъныхь  ^  ііро  ее  репных  ъ 
грезо  ^т^анпыл  тогкп  внть  поверхностей, 

78.  Въ  цплпндрѣ  п  конусѣ  касательная  плоскость  долліна  содержать 
одну  пзъ  пропзводящпхъ  5  пзъ  сего  слѣдуегаъ  условіе,  что  въ  цплипдрѣ  каса- 
тельная плоскость  содерлінть  въ  себѣ  прямую  ,  проведенную  чрезъ  данную 
для  сей  плоскостп  точку,  параллельно  пропзводящимъ,  а  въ  конусѣ  прямую 
соединяющую  данную  точку  съ  его  вершиною.  Изъ  чего  видно,  что  вопросъ 
о  проведеніп  касательныхъ  плоскостей  къ  і](илппдру  п  конусу  чрезъ  данныя 
прямыя  очевидно  БОЗмол;енъ  въ  цнлиндрѣ  тогда ,  когда  данная  прямая  парал- 
лельна его  производящцмъ ,  а  въ  конусѣ,  когда  данная  прямая  проходнтъ 
чрезъ  его  вершину 

Въ  косыхъ  поверхносгаяхъ,  пзъ  данной  точки  можно  провести  безчп- 
сленное  множество  касательныхъ  плоскостей,  пбо,  вообще,  всякая  плоскость 
проведенная  чрезъ  сію  точку  п  какую  нп  есгнь  производящую  косой  цп- 
линдрь,  будетъ  плоскость  касательная.  Представпвъ ,  чіпо  точка  касанія 
калідой  пзъ  гааковыхъ  плоскостей  соединена  съ  данною  точкою  прямою, 


Кромѣ  сего  оный  вопросъ  возможенъ  во  миогихъ  случаяхъ^  но  здѣсь  упоминаются  токмо  самые 
просгаѣіішіе.  Чгаобъ  опредѣлишь  сію  возможносшь,  Бооби:^е^  по.іожинъ^  что  имѣемъ  извѣстііую 
прямую.  Есть.ііі  сія  прямая  можешь  находиться  вь  касательной  пдоскосшп  къ  цилиндру ,  к.іи 
къ  конусу,  тогда  оная  встретить  производящую  протянутую  чрезъ  точку  касанія,  кь  основакію 
цилиндра  или  конуса,  касательной,  проведенной  изъ  точки  пресѣчсніл  сей  испытываемой  прямой 
съ  горизонтальною  плоскосшію  проэкіі,ій. 
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получпмъ  спстему  лпній  касашелыгахъ  къ  косой  поверхности  п  проходя- 
щихъ  чрезъ  данную  точку  *,  сія  спстема  лппій  образу етъ  поверхность,  ко- 
торая будетъ,  относптельно  къ  косой  поверхности,  обертываюищлъ  кону- 
соліъ  (66).  По  сему  вопросъ  о  проведеніи  касательной  плоскости  чрезъ 
даіпіую  прямую  къ  косому  і^илпндру  опредѣленъ  совершенно. 

Въ  цилпндрѣ  п  конусѣ  вопросъ  о  проведеніп  касательныхъ  прямыхъ  къ 
спмъ  поперхностямъ  чрезъ  данную  точку,  опредѣляешъ  касательныя  пло- 
скости къ  онымъ ,  проведенныя  чрезъ  данную  точку  •,  пбо  всѣ  прямыя,  про- 
ходящія  въ  дпхъ  касательныхъ  плоскостяхъ  чрезъ  данную  точку  н  пресѣ- 
каюиі,ія  пропзводян),ую  касанія  ,  бу душъ  нскомыя  касательныя  къ  и^нлппдру 
п  къ  конусу  •,  пзъ  сего  слѣдуетъ,  что  обертывающіе  конусы  изъ  данлой  точки 
поверхность,  для  цилиндра  и  конуса  ,  обращаются  въ  касательныя  плоско- 
стп,  проведепныя  чрезъ  сію  пючку,  а  потому  крпвыя  касайія  будутъ  произ- 
водящими касанія  спхъ  плоскостей. 

Вопросъ  о  проведеніи  касательной  плоскости  чрезъ  данную  точку  къ 
поверхностямъ  врлщенія  обращается,  вообще,  по  той  же  причинѣ,  какъ  и 
въ  косьіхъ  цилпндрахъ,  въ  вопросъ  о  проведеціп  къ  онымъ  пзъ  данной  точки 
обертывающаго  конуса.  Почему  вопросъ  о  проведеніи  касательной  плоско- 
сти къ  поверхности  вращенія,  чрезъ  данную  прямую ,  опредѣленъ  совершенно. 

Ц/тложеііів  XII.  Провести  касательную  плоскость  къ  і^плиндру,  коего 
основаніе  и  производяш,ая  даны,  чрезъ  точку  внѣ  поверхности. 

Искомая  плоскость  долн;на  пройти  чрезъ  данную  пючку ,  при  томъ, 
поелику  оная  плоскость  есть  плоскость  касательная,  шо  и  доллша  заклю- 
чать одну  пзъ  пропзводящпхъ  цилпндръ,  а  посему  прямая  проведенная  чрезъ 
данную  точку  параллельно  производящихмъ  данный  із^плиндръ,  будетъ  принад- 
леліать  сей  плоскости. 

Строяші,  точку  пресѣченія  сей  прямой  съ  горизонтальною  плоскостію 
проэкцій  *,  сія  точка  будепіъ  принадлежать  горизонтальному  слѣду  искомой 
касательной  плоскости  *). 


*)  Сія  лючка  пресѣчеиія  можешь  быть  :  а)  на  осиованіи  і^илиндра  ,  и  тогда  заданная  точка  нахо- 
дится на  щ^илиндрѣ,  и  рѣіиеніе  оіірсдѣлишъ  одну  токмо  касательную  плоскость  ;  1^)  виѣ  основанія 
цилиндра  съ  выпуклой  снюроны  онаго,  и  тогда  рѣшсніе  опрсдѣлншъ  снюлько  плоскостей,  сколько 
можно  б}'детъ  провести  изъ  сей  точки  касательныхъ  къ  основанію ;  с)  съ  вдавшейся  стороны 
онаго  основанія,  и  тогда  рѣшеніе  невозможно.  ' 
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Чрезъ  сііо  точку  пресѣченія  проводятъ  касательную  къ  осііованію  дан- 
иаго  цилиндра  •,  сія  прямая  будетъ  горизонтальнымъ  слѣдомъ  искомой  пло- 
скости, ибо  данный  цігліііідръ  и  искомая  плоскость  касательпы  ,  слѣдова- 
тельио  и  ихъ  пресѣчепія  горизонтальною  плоскосшію  проэкцій ,  то  есть 
основаніе  даниаго  цилиндра  и  горизонтальныц  слѣдъ  искомой  длоскостп ,  бу- 
дутъ  линіи  касательныя. 

Чрезъ  точку  касанія  горизонтальнаго  слѣда  къ  основапію  цилиндра  про- 
водятъ производящую,  которая  будетъ  прпнадлеяіать  искомой  касательной 
плоскости,  ибо  ішѣетъ  съ  оною  общую  точку  н  параллельна  прямой  въ  сей 
плоскости  заключающейся,  п  такъ  сія  производящая  будетъ  производящею 
касанія  искомой  касательной  плоскости.  Послѣ  сего  легко  опредѣлится  и 
вертикальный  слѣдъ  пскомой  касательной  плоскости. 

Прилітьганіе.  Изъ  точки  пресѣченія  съ  горизонтальною  плоскостію 
прямой,  проведенной  изъ  данной  точкп  параллельно  пронзводящнмъ  цплпид]:)ъ, 
можно  будетъ  провести  одну,  пли  болѣе  касашельныхъ  къ  основанію  цилин- 
дра, смотря  по  свойству  сей  кривой ;  каждая  изъ  сихъ  касательныхъ  будетъ 
принадлежать  особой  касательной  плоскости,  удовлетворяющей  вопросу. 

80.  Приложеніе  ХІП.  Провести  нормальную  къ  цилиндру,  коего  осно- 
ваніе  п  производящая  даны,  изъ  точки  данной  внѣ  поверхности. 

Искомая  нормальная  должна  пройти  чрезъ  данную  точку  и  въ  точкѣ  ея 
пресѣченія  съ  поверхностію  должна  быть  перпендикулярна  къ  касательной 
плоскости  въ  оной  точкѣ  къ  поверхности  почему  сія  нормальная  будетъ 
принадлежать  спстемѣ  линій,  онущенныхъ  перпендикулярно,  пзъ  данной 
точки,  на  всѣ  касательныя  плоскости  къ  цилиндру  ;  для  опредѣленія  таковой 
системы  линій  построимъ  всѣ  концы  оныхъ,  то  есть  кривую,  составленную 
концами  перпендикуляровъ,  онущенныхъ  пзъ  данной  точки  на  разлпчныя  ка- 
сательныя плоскости  къ  данному  цилиндру.    Для  построенія  сей  кривой  : 

Чрезъ  какую  ни  есть  производящую  даниаго  цилиндра  проводятъ  каса- 
тельную плоскость  къ  опому.    (Прплож.  I). 

Изъ  данной  точки  опускаютъ  перпендпкуляръ  на  сио  плоскость  ;  стро- 
ятъ  конецъ  сего  перпендикуляра,  который  и  будетъ  одною  изъ  точекъ,  пріг- 
надлежащпхъ  искомой  кривой. 
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Повторяютъ  изложенное  строеніе  столько  разъ ,  сколько  потребно 
будетъ  точекъ  для  вѣрнаго  очерчепія  сей  кривой  •,  послѣ  чего  очертываютъ 
искохмую  кривую 

Опрсдѣлпвъ  систему  лпній,  опущепныхъ  перпендикулярно  пзъ  данной 
точки  на  разлпчныя  касательніія  плоскости  къ  філпндру,  замѣтпмъ ,  что 
искомая  нормальная  будетъ  та  пзъ  сихъ  прямыхъ,  которой  конеі^ъ  упадетъ 
пъ  точку  касанія  соотвѣтствующей  касательной  плоскости  •,  то  есть  ,  что 
искомая  нормальная  пройдетъ  чрезъ  точку  ,  общую  построенной  кривой  и 
данному  цплпидру.    Для  построенія  таковой  точки : 

ГГринпмаютъ  сію  кривую  за  направляющую  цилиндра ,  коего  произво- 
дящія  параллельны  пропзводящпмъ  даннаго  цилиндра  строятъ  основаніе 
сего  вспомогательнаго  цилиндіза  (47).    '  ѵ„ 

Изъ  точки,  общей  основанию  сего  цилиндра  и  основанію  даннаго  цилин- 
дра, проводятъ  производящую,  которая  будетъ  общею  обоимъ  цилшідрамъ, 
ибо  проведена  чрезъ  точку  ,  находяш,уюся  въ  то  же  время  на  основаиіяхъ 
обопхъ  цплиндровъ,  и  при  томъ  параллельна  ихъ  производящимъ 

Сія  производящая,  находясь  на  поверхности  вспомогательнаго  цилиндра, 
встрѣтитъ  его  кривую  направляющую  •,  строятъ  сію  точку  встрѣчп  ;  оная 
точка  будетъ  общею  построенной  нами  кривой  и  поверхности  даннаго  ци- 
линдра, ибо  проведенная  производящая  прпнадлежптъ  сему  цилиндру. 

Сію  обшую  точку  построенной  кривой  и  поверхности  даннаго  цилин- 
дра соедпняютъ  съ  данною  точкою  прямою  ,  которая  будет'ь,  по  изложен- 
ному, искомою  нормальною 

*)  Сія  кривая  не  можешь  пресѣчь  поверхности  цилиндра,  ибо  оная  составдша  изъ  точскі,,  находя- 
щихся на  касагаедьныхъ  пдоскостяхъ  къ  сеіт  поверхности. 

**)  Основанія  двухъ.  цидиндровъ  :  вспомогательнаго  и  даннаго,  иЬ  иначе  могупіъимѣть  оби^ія  шочки^ 
какъ  точки  касанія ;  ибо  производящія  вспомогательнаго  цилиндра  сушь  прямыя ,  находящіяся 
въ  касашельныхъ  плоскосшяхъ  къ  данному  цилиндру^  а  потому  пресѣченія  сихъ  прямыхъ  съ 
горизонтальною  пдоскосшію  проэкці^о  шо  есть  шочки  основанія  вспомогательнаго  цилиндра, 
будутъ  находиться  на  слѣдахъ  сихъ  касашельныхъ  плоскостей,  гао  есть  на  касашельныхъ  къ 
осиованію  даннаго  цилиндра^  а  наибольшее  приближеніе  касатсльныхъ  къ  основанію  удовдепіво- 
рястъ  условію  касанія. 

Можно  еще  разрѣшить  сей  вопросъ,  построивъ  кривую  пресѣчепія  цилиндра  съ  пдоскостію,  про- 
веденною изъ  данной  точки  перпендикулярно  къ  его  производящимъ.  Совмѣсгашпь  сііо  пдоскоешь 
съ  одною  ісзъ  плоскостей  проэкцій  и  определишь  въ  сеиъ  совиКіценіи  данную  точку  и  кривую 
прссіічсиія.     Изъ  сей  даииоп  совмещенной  шочки  провесшн  нормальную  къ  совмЬщенной  кривой. 
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Лргиітъган/е.  Смотря  по  своіісптпу  дапнаго  цилиндра,  къ  его  осіюпапію 
можегпъ  коснупться  осіюиапіе  яспомогателыіаго  цилиндра  ііъ  одной  іі  болѣе 
іпочкахъ  основываясь  па  іізлоліенпомъ  строепіп  ,  усмоптрпмъ ,  что  столько 
же  будетъ  общпхъ  пточекъ  данному  цилиндру  п  кривой  составленной  кон- 
цами перпендпкуляровъ,  опущенныхъ  пзъ  данной  точки  па  разлнчныя  каса- 
тельпыя  плоскостп  къ  цилиндру,  а  посему  получимъ  столько  л;е  прямыхъ 
удовлетпоряющпхъ  вопросу. 

8і.  ІТ/)7ілолге/ае  ХІІ^.  Провести  касательную  плоскость  къ  конусу,  коего 
оспопаніе  и  вершина  даны,  чрезъ  данную  точку  впѣ  поверхности. 

Искомая  плоскость  должна  пройти  чрезъ  данную  точку  •,  при  томъ, 
поелику  сія  плоскость  есть  плоскость  касательная,  оная  долл;на  заключать 
одну  пзъ  производящихъ  данный  коиз'съ,  а  посему  его  вершину;  слѣдовательпо 
прямая,  протянутая  чрезъ  данную  точку  п  вершину  даннаго  конуса,  будетъ 
принадлежать  искомой  касательной  плоскости. 

Строятъ  точку  пресѣчеиія  сей  прямой  съ  горизонтальною  плоскостію 
проэкцій  5  сія  точка  принадлеліишъ  горизонтальному  сдѣду  искомой  касатель- 
ной плоскости 

Чрезъ  сію  точку  пресѣченія  проводятъ  касательную  къ  оспованію 
даннаго  конуса ;  сія  прямая  будетъ  горпзонтальпымъ  слѣдомъ  искомой  пло- 
скости, ибо  данный  конусъ  п  искомая  плоскость  касательны ,  слѣдовательно 
п  пхъ  сѣченія  горизонтальною  плоскостію  проэкцій ,  то  есть  основаніе  ко- 
нуса и  горизонтальный  слѣдъ  искомой  плоскостп,  будутъ  линіп  касательныя. 

Сія  нормальная,  поднятая  въ  пространство,  будетъ  искомая,  ибо  помянутая  кривая  составляешь 
сѣчекіе  цилиндра  плоскостію,  перпендикулярною  къ  производящимъ. 

Въ  семъ  рі.шенін,  чтобъ  провести  изъ  данной  совмѣи:(енной  точки  нормальную  къ  совмѣщеп- 
ноіі  кривой,  строится  ц-ривая  иогртьтгюстей.  Для  построенія  сей  кривой,  проводятъ  каса- 
тельную къ  кривой  пресѣчоніл^  и  на  оную  изъ  данной  точки  опускаюшъ  перпендикуляръ  ;  конецъ  сего 
перпендикуляра  будетъ  прішадлежать  искомой  кривой.  Сіе  строеніе  повторять  столько  разъ , 
сколько  нужно  точекъ  для  точнаі'0  построенія  кривой  погр)ішностен.  Точку  касанія  о;й  кривой 
къ  кривой  пресЬченія  и  данную  точку  соединяюпіъ  прямою,  которая  и  будетъ  искомою  нормальною. 
*)  Сія  точка  пресѣчснія  можешь  быть  :  а)  на  основаіпи  конуса  ;  тогда  заданная  точка  находится 
на  конусѣ,  и  рѣшеніе  опреді.литъ  одну  токмо  касательную  плоскость  ;  Ъ)  внѣ  основаніи  конуса, 
съ  выпуклой  стороны  оиаго,  и  шогда  рѣшеніе  определишь  столько  плоскостей,  сколько  можно 
будетъ  провести  изъ  сей  точки  касатедьныхъ  къ  основанію  ;  с\  съ  вдавшейся  стороны  осао- 
ванія,  и  тогда  рѣшеніе  ие  возможно. 

* 


68 


Чрезъ  точку  касанія  горпзоптальнаго  слѣда  къ  основанііо  конуса  ,  про- 
водяпіъ  проііз по дящую  онаго,  которая  будетъ  принадлежать  пскомои  каса- 
тельной, ибо  имѣетъ  съ  оною  дпѣ  обіг^ія  точки  :  сію  точку  касанія  и  вер- 
шпну;  п  такъ  сія  производящая  будетъ  производящею  касанія  искомой  ка- 
сательной плоскости.  Послѣ  сего  легко  опредѣлптся  и  вертикальный  слѣдъ 
искомой  касательной  плоскости. 

Пріілііьгаиіе.  Изъ  точки  пресѣченія,  съ  горизонтальною  плоскостію 
проэкг^ій,  прямой,  соедиияющеіі  данную  точку  съ  вершиною  конуса  ,  можно 
будетъ  провести  одну  или  болѣе  касательныхъ  къ  основанію  конуса  ,  смо- 
тря по  свойству  сен  кривой  •,  калідая  изъ  сихъ  касательныхъ  будетъ  прп- 
надлеліать  особенной  касательной  плоскости,  удовлетворяющей  вопросу. 

82.  Приложеніс  Х.Ѵ.  Провести  нормальную  къ  конусу,  коего  основа- 
ніе  п  вершина  даны,  изъ  данной  точки  внѣ  поверхности. 

Искомая  нормальная  доллша  пройти  чрезъ  данную  точку  п  въ  точкѣ  ея 
пресѣченія  съ  поверхностію  быть  перпендикулярна  къ  касательной  плоско- 
сти въ  сей  точкѣ  къ  поверхности.  По  сему  опая  нормальная  будетъ  при- 
надлелгать  спсшемѣ  лпній,  опущенныхъ  перпендикулярно  изъ  дайной  точки 
па  всѣ  касашельпыя  плоскости  къ  данному  конусу  ;  для  опредѣленія  таковой 
системы  линій  посшропмъ  всѣ  концы  сихъ  линій,  то  есть  кривую,  состав- 
ленную концами  перпепдпкуляропъ,  опущенныхъ  пзъ  данной  точки  на  различ- 
ныя  касательныя  плоскости  кь  конусу.    Для  построенія  сей  крирой  : 

Чрезъ  какую  ни  есть  производящую  конуса  проводятъ  і^ъ  оиому  каса- 
тельную плоскость.  (Прилож.  ІП). 

Изъ  данной  точки  опускаютъ  перпендпкуляръ  на  сію  плоскость*,  стро- 
ятъ  конецъ  сего  перпендикуляра ,  который  и  будетъ  одною  пзъ  іпочекъ, 
принадлеліащихъ  искомой  кривой. 

Повторяютъ  изложенное  строеніе  столько  разъ,  сколько  потребно  то- 
чекъ  для  вѣрнѣйшаго  очерченія  кривой  послѣ  чего  очертысаютъ  сію 
кривую  *). 

Опрелѣлпвъ  таковымъ  образомъ  систему  линій  ,  опуп^енныхъ  пзъ  данной 
точки  па  различныя  касательныя  плоскости  къ  данному  конусу  ,  замѣтпмъ, 
Ч1ІІО  искомая  нормальная  будетъ  та  пзъ  сихъ  прлмыхъ,  которой  конецъ 

*)     Сія  кривая  НС  мо;кеть  прссі.чь  коII^са^         оная  состаилена  шъ  гаочекъ,  находящихся   въ  каса- 
тельныхъ пдоскостяхъ  къ  конусу. 
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будетъ  ішѣсшѣ  п  точкою  касаиія  соотвѣтстлующел  касательной  плоскости', 
шо  есть,  что  искомая  нормальная  проіідетъ  чрезъ  общую  точку  построен- 
ной крііпой  ц  поперхиостп  даннаго  конуса.  Для  построения  такоіюй  точки: 
Приннмаютъ  построенную  крппую  за  направляющую  конуса,  коего  бы 
вершина  была  общая  съ  даннымъ ;  стролтъ  оснопаніе  сего  лспомогателыіаго 
конуса  (52). 

ІІзъ  точки,  общей  основаніямъ  :  сего  вспомогательнаго  конуса  п  даннаго 
конуса,  прозодятъ  производящую ,  которая  будетъ  общею  обопмъ  конусамъ, 
ибо  проведена  чрезъ  точку,  находящуюся  въ  тоже  время  на  основаніяхъ 
обонхъ  конусоп'ь,  н  при  томъ  чрезъ  общую  пхъ  вершпну 

Сія  производящая,  находясь  на  поверхности  вспомогательнаго  конуса, 
встрѣтнтъ  его  направляющую  ;  строятъ  сію  точку  встрѣчп  •,  оная  точка 
будетъ  общею  точкою  построенной  кривой  п  данному  конусу,  ибо  прове- 
денная производящая  принадлежптъ  и  сему  конусу. 

Сію  общую  лючку  построенной  кривой  н  поверхностп  даннаго  конуса 
соединяютъ  съ  данною  точкою  прямою,  которая  п  будетъ,  по  пз.юліенноху, 
пскомою  нормальною 

Лрияігьганіе.  Смотря  по  свойству  даннаго  конуса ,  къ  его  основанию 
можетъ  і^оснуться  основаніе  вспомогательнаго  конуса  въ  одной  н  болѣе 
точкахъ.  Основываясь  на  изложенноиѣ  построенін,  усиотрнмъ,  что  столь- 
ко же  будетъ  точекъ  общнхъ  данному  конусу  ц  построенной  кривой  ,  а  по 
сему  получимъ  столько  л;е  прямыхъ,  удовлетворлющихъ  вопросу. 

83.  При-ложета  ХР'!.  Провести  конусъ,  обертывающій  поверхность 
вращенія,  коей  плоская  производящая  п  ось  даны,  пзъ  шочкп  данной  въ  про- 
странсгавѣ. 


Основапія  двухъ  конусовъ  :  вспомогательнаго  и  даинаго^  не  шіаче  могутъ  нмѣшь  обіціл  точкіт^ 
какъ  точки  касанія,  ибо  производящія  вспомогательнаго  конуса  с^тпь  прямыя,  заключаіощідсл 
въ  касатаіьныхъ  плоскосшяхъ  къ  данному  конусу,  а  потопу  всгарѣтятъ  горизонта.іыгую  п.іо- 
скость  проэкцій  въ  точкаxъ^  находящихся  на  слгЬдахъ  сичъ  касашедьныхъ  плоскостей^  то  есть 
на  касательныхъ  кь  основанію  даннаго  конуса,  кошорыхъ  наибольшее  приближеніс  къ  основанііо 
удовдетворяетъ  токмо  усдовііо  касанія. 
')  Въ  случаѣ  прямаго  конуса,  для  разрѣшеиія  вопроса ,  стоить  токмо  изъ  данной  точки  ,  въ  плос- 
кости проходяш[ей:  чрезъ  сію  точку  и  ось  конуса,  опустить  перпендикуллръ  на  производяи^уто 
онаго  закдючаюіцуюся  въ  сен  плоскости,  который  и  будетъ  искомою  норма.іьною. 
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Пропзлодящія  обертываіощаго  конуса  данную  поверхность  должны  удо- 
влетворять доумъ  условіямъ  :  1)  проходить  чрезъ  данную  точку,  п  2)  быть 
касательны  къ  данной  поверхности  (66). 

Для  удовлетворения  спмъ  условіямъ,  чрезъ  какую  нп  есть  точку  пло- 
скоіі  производящей  протягпваютъ  касательную  къ  сей  кривой ,  п  строятъ 
кругъ,  описываемый  сею  точкою  при  произвожденіп  данной  поверхностп 
вращенія.  Сей  кругъ  прпнимаютъ  за  направляющую,  а  точку  встрѣчи  про- 
веденной касательной  съ  осью  за  вершину  конуса ,  который  мы  назовемъ 
вспоМогателъпымь.  Производящія  сего  конуса  будутъ  касательны,  соош- 
вѣтственно,  ко  всѣмъ  мерпдіональпымъ  сѣченіямъ  поверхностп,  въ  точкахъ 
прссѣченія  каждаго  изъ  спхъ  сѣченій  Съ  построеннымъ  кругомъ,  почему 
вспомогательный  конусъ  будетъ  касателенъ  къ  данной  поверхностп  вращенія 
въ  точкахъ  круга,  служащаго  оному  направляющею. 

Къ  сему  вспомогательному  конусу,  принявъ,  для  простоты  въ  построе- 
ніи,  плоскость  круга  за  плоскость  горизонтальную  проэкцій,  то  есть  ,  сей 
кругъ  за  основаніе  конуса ,  проводятъ  пзъ  данной  точки  касательныя  пло- 
скости', строятъ  точки  касанія  спхъ  двухъ  плоскостей  къ  конусу,  находя- 
щаяся на  кругѣ  его  основанія.  Сіи  построенныя  точки  будутъ  ві^ѣстѣ  п 
точками  касанія  спхъ  плоскостей  къ  данной  поверхности  вращенія,  пбо  оныя 
гаочкп  находятся  на  кругѣ  касанія  къ  поверхности  вращенія  вспомогатель- 
наго  конуса,  къ  которому  проведены  касательныя  плоскости, 

Сіп  дпѣ  точки  касанія  соединяютъ  съ  данною  точкою  прямыми,  кото- 
рый п  будутъ  производящими  пскомаго  обертывающаго  данную  поверхность 
вращенія  конуса  *,  пбо  сіи  прямыя,  каждая,  находятся  въ  соствѣтствующей 
пмъ  касательной  плоскости,  проходятъ  чрезъ  данную  точку,  п  чрезъ  точку 
касанія  касательной  плоскости  къ  поверхности  вращенія,  слѣдовательно  бу- 
дутъ касательны  къ  поперхности  вращенія. 

Построенныя  нами  двѣ  точки  касанія  принадлежать  іцлівоп  ігасапія  пс- 
комаго обертывающаго  конуса. 

Повторивъ  пзлолѵенное  строеніе,  опредѣлпмъ  еще  двѣ  производящія  пско- 
маго обертывающаго  конуса,  п  двѣ  точки  для  кривой  касанія ,  и  продолжая 
шаковымъ  образомъ,  получпмъ  достаточное  число  точекъ  для  очерченія  сей 
кривой  касанія,  которая,  вмѣстѣ  съ  данною  точкою,  совершенно  опредѣляетъ 
искомый  обертывающій  конусъ. 
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84.  Праложеніс  ХПІ.  Провести  пормалыіую  къ  поверхности  вращепія, 
коей  плоская  производящая  и  ось  даны,  пзъ  данной  гаочкн  въ  пространств-]!. 

Нормальная  къ  поверхностп  вращепія  есть  нормальная  и  къ  меридио- 
нальному сѣченііо.  Поелпку  искомая  нормальная  должна  проіітн  чрезъ  данную 
точку,  то  сіе  мерпдіональное  еѣченіе  будетъ  находиться  въ  мерпдіональной 
плоскости,  проведенной  чрезъ  данную  точку. 

И  такъ,  чрез7>  данную  точку  проведемъ  мерндіональную  плоскость. 
Вообразпмъ  І^уществованіе  самаго  мерпдіональпаго  сѣченія  поверхности,  нахо- 
дящагося  въ  сей  проведенной  плоскости  *,  вопросъ  прнведенъ  будетъ  къ  по- 
строенію  нормальной  къ  сему  меридіональпому  сѣчснію  ,  проходящей  чрезъ 
данную  точку.    Для  сего  : 

Совмѣстпмъ  сію  мерндіональную  плоскосіпь  п  данную  точку ,  въ  оіюй 
заключающуюся,  съ  плоскостію  плоской  производящей. 

Изъ  совмѣщенной  точки  проведемъ  нормальную  къ  плоской  производя- 
щей •,  постропмъ  точку  пресѣченія  сей  нормальной  съ  осью  поверхности. 

Прямая  соединяющая  сію  точку  пресѣченія  съ  данною  точкою  будетъ 
искомою  нормальною,  пбо  мы  знаемь,  что  сія  прямая  п  нормальная  къ  пло- 
ской производящей,  проходя,  соотвѣтственно,  чрезъ  перенесенную  и  дани^'^ю 
точки  круга,  коего  плоскость  перпендикулярна  къ  оси  погерхности  и  коего 
центръ  на  оси  ,  и  прп  тоиъ  чрезъ  общую  имъ  точку  сей  оси  ,  встрѣтлгпъ 
поверхность  вращенія  въ  гпочкахъ  того  же  круга  поверхностп  а  посему, 
поелику  первая  пзъ  спхъ  прямыхъ  есть  нормальная  къ  плоской  производяш^ей, 
то  другая  будетъ  нормальною  къ  меридіоиальпому  сѣченію ,  оной  соот- 
вѣтствующему  въ  меридіоиальной  плоскости  данной  гпочки. 

Разумѣя  подъ  кош^емъ  нормальной  точку  ея  пресѣчеиія  съ  поверхностію, 
легко  можно  построить  конецъ  проведенной  нормальной. 

Для  сего,  чрезъ  конецъ  нормальной  къ  плоской  производящей,  провод ятъ 
плоскость  перпендикулярную  къ  оси  поверхностп  вращенія  5  строятъ  точку 
пресѣченія  сей  плоскости  съ  проведенною  нормальною  пзъ  данной  точки : 
сія  точка  будетъ  искомымъ  концемъ  нормальной  ибо  построенная  нормаль- 
ная не  иначе  можетъ  встрѣтить  поверхность  вращенія,  каііъ  въ  одной  пзъ 
точекъ  круга,  коего  плоскость  перпендіп?улярна  къ  оси,  и  когаорьій  прохо- 
дптъ  чрезъ  конецъ  нормальной  къ  плоской  производящей. 
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Црибавлепіе.  Поелііку  прямой  цплпндръ  п  прямой  конусъ  лрппадлежаптъ 
къ  поізерхносптямъ  вращенія  (58),  то  вопросъ  о  пропедепіп  къ  опымъ  пормаль- 
ныхъ  изъ  точки  впѣ  поігерхносшп,  п  можетъ  пмѣть  простѣйшія  рѣшенія,  о 
которыхъ  упомянуто  въ  прпмѣчаніяхъ  къ  55  80  и  82 ,  и  которыя  составля- 
юп!ъ  приспособленія  рѣшегіія,  пзлоліениаго  предъ  спмъ  относительно  къ  по- 
верхностямъ  вращенія  вообще. 

Црияітьганіе.  Смотря  по  свойству  данной  поверхности  вращенія,  пзъ 
точки,  которая  представляет7>  данную  точку  перенесенную  на  плоскость 
плоской  производя ш,ей,  можно  будетъ  провести  одну  илп  болѣе  нормалыіыхъ 
къ  сей  кривой  5  калідая  пзъ  таковыхъ  нормальныхъ  опредѣляетъ,  по  показан- 
ному, искомую  нормальную,  почему  и  получпмъ  столько  л;е  нормальныхъ 
удовлетворяющихъ  вопросу.  ■ 

85.  Прпложеніе  ХІ^ІІІ.  Провести  касательную  плоскость  къ  поверх- 
ности враш,енія,  коей  плоская  пропзводяи^ая  и  ось  даны,  чрезъ  данную  прямую. 

Предположивъ,  что  искомая  плоскость  уліе  проведена,  замѣтимъ,  что 
оная,  будучи  касательна,  пройдетъ  чрезъ  двѣ  касательныя  къ  поверхности, 
пресѣкаюп^іяся  въ  точкѣ  ея  касанія,  при  томъ  по  данному  условію  прохо- 
дитъ  чрезъ  данную  прямую,  слѣдовательно  сін  двѣ  касательныя  пресѣкаютъ 
гдѣ  ни  есть  данную  прямую.  И  такъ  кал;дая  изъ  сихъ  касательныхъ  будетъ 
принадлеліать  сиспіеміі  лпній,  проведенныхъ  чрезъ  какую  ни  есть  точку 
данной  прямой,  и  касательныхъ  къ  поверхности,  то  есть  каждая  изъ  сихъ 
прямыхъ  будетъ  производлш,ею  конуса,  обертывающаго  данную  поверх- 
ность изъ  какой  ни  есть  точки  данной  прямой. 

По  сему  избираютъ  какую  нп  есть  точку  па  данной  прямой  ;  чрезъ 
сію  точку  проводятъ  конусъ,  обертывающіи  данную  поверхность  вращенія 
^83),  кдего  и  очертываютъ  кривую  касанія. 

Потомъ  чрезъ  другую  какую  ни  есть  точку  данной  прямой ,  прово- 
дятъ другой  обертывающій  конусъ  данную  поверхность  вращенія  строяптъ 
п  его  кривую  касаніл.  .  . 

Двѣ  искомыя  касательныя,  то  есть  прпнадлежащія  искомой  касательной 
цлоскостп,  долліны  встрѣчаться  па  поверхности  въ  той  же  точкѣ  ,  но  сіи 
прямыя  принадлеліатъ,  каждая,  своей  построенной  конической  поверхности, 
сдѣдовательно  ихъ  точка  встрѣчи  будетъ  общая  спмъ  Д'^ум'ь  поверхностямъ 


75 


и  поперхностп  вращепія,  или,  что  все  птоліе,  63'детъ  точкою  встрѣчіі  кри- 
выхъ  касаиія  спхъ  дпухъ  конусовъ. 

И  такъ,  постропмъ  точку  общую  двумъ  крпвымъ  касанія ;  чрезъ  сііо 
точку  и  вершины  обершывающпхъ  конусовъ  проведемъ  прямыя.  Посшроимъ 
плоскость,  проходящую  чрезъ  сін  двѣ  прямыя,  которая  п  будетъ  пскомая 
касательная  плоскость,  ибо,  по  изъясненному,  удовлетворяетъ  условіямъ 
вопроса  *). 

П/пі.іігьганіе.  Смотря  по  свойству  данной  поверхности  вращенія,  крц- 
выя  касанія  двухъ  вспомогательныхъ  обертывающпхъ  конусовъ  могутъ 
встрѣтпться  болѣе  нежели  въ  одной  точкѣ,  и  тогда  калідая  изъ  спхъ  точекъ 
Бстрѣчи  будетъ  точкою  касанія  къ  поверхности  особенной  плоскости,  удо- 
влетворяющей вопросу. 

86.  ІТриложеніе  XIX.  Провести  конусъ,  обертывающій  косой  і];плиндръ, 
коего  двѣ  плоскія  напрасляющія  и  плоскость  параллелизма  даны  ,  изъ  данной 
точки. 

Производящія  обертывающаго  конуса  данный  косой  ци.шндръ  должнь^ 
удовлетворять  двумъ  условіямъ :  1)  проходить  чрезъ  данную  точку  п  ч) 
быть  касательны  къ  сему  цилиндру. 

Для  удовлетворенія  симъ  услоліямъ,  чрезъ  какую  іпі  есть  производящую 
косаго  цилиндра  и  данную  точку  проподятъ  плоскость,  Сія  плоскость  со- 
держптъ  производящую  косой  цилпндръ,  почему  и  будетъ  касательною  пло- 
скостію  къ  сей  поверхности  (Прилож.  XI). 

Построенную  точку  касанія  п  данную  точку  соедпняютъ  прямою  ;  сія 
прямая  будегаъ  одною  пзъ  производящпхъ  пскомаго  обертывающаго  конуса 
ибо  оная,  проходя  чрезъ  сію  точку  касанія  и  данную  точку ,  находящіяся 
въ  касательной  плоскости,  будетъ  сею  плоскостію  содержпма,  и  поелику 
одна  пзъ  спхъ  точекъ  сей  прямой  есть  точка  касанія  сей  плоскости  къ  ци- 
линдру, то  построенная  прямая  и  будетъ  касательна  въ  сей  точкѣ  къ 
оному. 

Построенная  нами  точка  касанія  прппадлежитъ  кргібой  касаиіл  пскомаго 
обертывающаго  конуса. 

С>іоіп]т  др^тос  ріішеніе  сего  Пріідоженіл,  посредствомъ  оберпіываіои)[аі'о  цилиндра,  парахдедьнаго 
данной  прямой. 
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Повторывъ  цзлоліенное  сгпроеніе,  опредѣлпмъ  еще  пропзводящую  иско- 
маго  конуса  и  еще  точку  для  его  кривой  касанія,  п,  продолжая  іпаковьшъ 
образомъ,  получимъ  достаточное  число  точекъ  для  очерченія  сей  кривой  ка- 
сания, которая,  вмѣстѣ  съ  данною  точкою,  опредѣляетъ  искомый  обертыва- 
ющій  конусъ. 

87.  Приложеніе  XX.  Провести  нормальную  къ  косому  цилиндру, 
коего  двѣ  плоскія  направляющая  и  плоскость  параллелизма  даны  ,  изъ  данной 
точки  внѣ  поверхности. 

Искомая  нормальная  доллша  пройти  чрезъ  данную  точку  п  въ  точкѣ  ея 
пресѣченія  съ  поверхностію  должна  быть  перпендикулярна  къ  касательной 
плоскости  въ  оной  точкѣ  къ  поверхности.  Такъ  какъ  точка  касанія, 
принадлежащая  искомой  нормальной,  должна  находиться  на  производящей,  и 
нормальная  должна  быть  къ  сей  поелѣдней  перпендикулярна,  проходя  при 
томъ  чрезъ  данную  точку,  то  точка  касанія  будетъ  принадлежать  спстемѣ 
точекъ,  составляющпхъ  концы  перпендикуляровъ  ,  опущепныхъ  изъ  данной 
точки  на  различныя  производящія  косаго  цилиндра.  Для  построенія  кривой, 
составленной  сими  точками  : 

Проводятъ  какую  ни  есть  производящую  даннаго  косаго  цилиндра.  Изъ 
данной  точки  опускаютъ  перпендикуляръ  на  сію  производящую  {Книга  Д 
Прилож.  X,  §  34).  Конецъ  сего  перпендикуляра  будетъ  принадлежать  иско- 
мой кривой. 

Повторяютъ  изложенное  строеніс  столько  разъ ,  сколько  потребно 
точекъ  для  вѣрнаго  очерченія  сей  первой  кривой. 

Искомая  нормальная  должна  так;ке  пройти  чрезъ  точку  касанГя  плоско- 
сти, касательной  къ  косому  цилиндру  въ  точкѣ  построенной  предъ  сииъ 
кривой.  Посему  точка  ея  на  поверхности  косаго  цилиндра  будетъ  прина- 
длежать систе.мѣ  коіщевъ  перпендикуляровъ  опущенныхъ  изъ  данной  точки  на 
плоскости  касательныя  къ  косому  цилиндру  въ  точкахъ  построенной  к2эа- 
вой.  Для  построенія  кривой,  составленной  сими  концами  перпендикуляровъ 
къ  касательнымъ  плоскостямъ : 

Чрезъ  одну  изъ  точекъ,  взятыхъ  на  первой  кривой,  проводятъ  касатель- 
ную плоскость  къ  данному  косому  цилиндру  {Книга  II,  Л  рил.  IX ^  5  ''5). 
Изъ  данной  точки  опускаютъ  перпендикуляръ  на  сію  плоскость.  Строятъ 
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конецъ  сего  перпендикуляра ,  которая  точка  п  будетъ  одною  изъ  точекъ 
сей  второй  кривой. 

Покторяютъ  сіе  строеніе  столько  разъ,  сколько  потребно  точекъ  для 
вѣрпѣышаго  очерчепія  сей  второй  кривой. 

Строятъ  точку  встрѣчн  двухъ  построенныхъ  крпвыхъ*,  сію  точку 
встрѣчп  соедпняютъ  съ  данною  точкою  прямою,  которая  п  будетъ  иско- 
мою нормальною,  ибо  общая  точка  дяухъ  построенныхъ  крпвыхъ  прпнадле- 
іпптъ  искомой  нормальной 

Прпяггьгаше.  Смотря  по  свойству  даннаго  косаго  цплиндра,  двѣ  крпвыя  : 
составленная  концами  перпендикуляроі5Ъ  изъ  данной  точки  на  разлпчныя 
проіізподящія  косаго  цилиндра  опущенныхъ,  и  проходящая  чрезъ  концы  всѣхъ 
перпендпкуляровъ  къ  касательнымъ  плоскостямъ,  могутъ  встретиться  въ 
нѣсколькпхъ  точкахъ,  п  мы  получпмъ  таковое  же  число  нормальньтхъ,  удо- 
влетпоряющпхъ  вопросу, 

88.  Приложегііе  XXI.  Провести  касательную  плоскость  къ  косому  ци- 
линдру ,  коего  двѣ  плоскія  направляющія  и  плоскость  параллелизма  даны, 
чрезъ  данную  прямую. 

Искомая  плоскость,  будучи  касательна  къ  данному  косому  цилиндру, 
долліна  заключать  одну  изъ  его  пропзводящихъ  оная  будетъ  содерліать  по 
данному  условію  вопроса  и  данную  прямую ,  слѣдовательно  производящая 
косаго  цилиндра,  принадлел;ащая  искомой  плоскости,  встрѣтитъ  данную 
прямую,  то  есть  сія  производящая  пройдетъ  чрезъ  точку  пресѣченія  дан- 
ной прямой  съ  косымъ  цилиндромъ.  Чтобъ  построить  сію  точку  пресѣ- 
ченія  : 

Проводятъ  чрезъ  данную  прямую  ея  горизонтально  -  проэктпрующую 
плоскость  •,  строятъ  кривую  пресѣченія  сей  плоскости  съ  даннымъ  косымъ 
цилиндромъ  (61). 


')  Основываясь  на  томъ^  что  нормальная  порпендику.іярііа  къ  двумъ  касате.іьнымъ  къ  поверхносгаи 
въ  ея  іпочкѣ  на  сей  поверхности,  вмѣсто  второй  вспомогательной  кііивой,  можно  построишь 
кривую  ,  составленную  конн,аміі  перпендикуляровъ,  опл-щсниыхъ  на  поперечныя  производящі.і 
косыхъ  плоскостей,  касательныхъ  къ  косому  цилиндру  въ  пропзводящихъ,  взяіііыхъ  для  построенія 
первой  вспомогательной  кривой,  кошорыя  поперечныя  производящія  должны  быть  проведены 
чрезъ  точки  сей  пос.іѣдней  кривой. 
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Построенная  кривая  находится  въ  той  же  плоскости  съ  данною  пря- 
мого •,  строятъ  пхъ  точку  встрѣчи  ,  которая  и  будетъ  точкою  пресѣченія 
данной  прямой  съ  косымъ  цплпндромъ,  ибо  принятая  кривая  находится  на 
поверхности  сего  цилиндра. 

Чрезъ  построенную  точку  встрѣчи  проводятъ  производящую  данный 
косой  цплиндръ. 

Чрезъ  сію  производящую  и  данную  прямую,  коп  пресѣкаются,  прово- 
дятъ плоскость,  которая  и  будетъ  искомою  касательного  плоскостію,  ибо 
1)  заключаетъ  данную  прямую  ,  п  2)  проходя  чрезъ  производящую  данный 
косой  і^нлпндръ,  касательна  къ  сей  поверхности. 

ІТрпяігьганіе.  Смотря  по  свойству  заданнаго  косаго  цилиндра,  данная 
прямая  можетъ  встрѣтпть  кривую  пресѣченія  съ  сею  поверхностью  про- 
эктирующей  плоскости ,  а  потому  п  сію  поверхность,  въ  одной  и  болѣе 
точкахъ  •,  почему  и  получпмъ  столько  ліе  касательныхъ  плоскостей,  удов- 
летворящихъ  вопросу  *). 


О  плоскостяло  касательныхъ  и  о  нормальныхъ,  прове^енныхъ 
параллельно  ^анныліъ  плоспостпмъ  и  прлмыліь, 

89.  Поелику  касательная  плоскость  къ  цилиндру  долліна  заключать 
одну  изъ  его  производящихъ  ,  то  явно ,  что  сія  плоскость  можетъ  быть 
параллельна  токмо  такой  плоскости,  которая  содержптъ  прямую,  параллель- 
ную производящимъ  данный  цплиндръ,  слѣдовательно  вопросъ  о  проведеніи 
касательной  плоскости  къ  цилиндру  параллельно  данной  плоскости ,  вообще , 
предложенъ  быть  не  можетъ.  Относительно  къ  нормальной  къ  сей  поверх- 
ности, параллельной  данной  прямой,  сказать  можемъ  толіе,  ибо,  чтобы  сіе 
было  возмолшо,  должно,  чтобы  заданная  прямая  была  перпендикулярна  къ 
производящг.мъ  данный  цилішдръ. 

*)  При  сей  сѵпатьѣ  можно  читать  въ  общихъ  примѣчаніяхъ  и  прибавденіяхь  статью  ооъ  обср- 
тытющихь  цилхтЪрахь  и  конусахъ,  ибо  обь  обершываюіцих.ъ  кон}'сахь  мы  здѣсь  упоиднуди ; 
также  статью  о  норяшлъныа-ъ,  проасЪенныхъ  ■грезг,  тогки  «пть  поверхностей. 

Въ  общихъ  же  прииѣчаыіяхъ  и   прибавденіяхъ   изложено   особенное   рѣшсніе  для  постіюеиія 
касашедьной  плоскости  кь  шару,  проходящей  чрезъ  данную  іфямую. 
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В  ь  конусѣ,  касательная  плоскость  содерлаіпіъ  лропзподлщую  о  наго  ,  по- 
чему проходитъ  чрезъ  его  вершину  •,  слѣдовательпо  вопросъ  о  проведеніи 
касательной  къ  оному  плоскости  ,  параллельно  данной  плоскосппі ,  іюЗхМОіксііъ 
токмо  тогда ,  когда  плоскость,  проведенная  чрезъ  вершину  конуса  парал- 
лельно данной  плоскости,  будетъ  касательна  къ  сей  поверхносппі.  Нормаль- 
ную л;е  къ  конусу  параллельно  данной  прямой  моліно  провести  въ  гпомъ 
шокмо  случаѣ,  когда  возможенъ  вопросъ  о  проведеніи  касательной  плоскости 
къ  сему  конусу,  параллельно  плоскости  перпендикулярной  къ  данной  прямой 

Въ  поверхностяхъ  вращенія  п  въ  косыхъ  цплпндрахъ,  вопросъ  о  построеніи 
къ  онымъ  касательной  плоскости,  параллельно  данной  прямой,  нмѣегаъ  безчп- 
сленное  мноліество  рѣшеній,  ибо  искомая  касательная  плоскость  доллѵна  со- 
дерліагаь,  по  условію  вопроса,  прямую  параллельную  данной  и  протянутую 
чрезъ  точку  касанія,  слѣдовательно  положение  плоскости  не  определено,  и 
оная  мол;етъ  обращаться  около  поверхности,  не  пзмѣняя  заданном}^  услосііо, 
а  посему  каждое  ея  положеніе  будетъ  удовлетворять  вопросу.  Всѣ  тако- 
Быя  касагаельныя  къ  поверхносгаямъ  вращенія  и  косымъ  цилиндромъ,  парал- 
лельны я  данной  прямоіі ,  находятся  на  поверхностлхь,  которыя  зіы  назвали 
обертывающиаш  цилиндрами. 

Въ  цилиндрѣ  и  копусѣ  обергаываюи^іе  цилиндры,  параллельно  данной  пря- 
мой, обращаются  въ  плоскости  касашельныя  къ  самъ  поверхностям  ь,  про- 
веденныя  параллельно  данной  прямой,  а  посему  кривыя  касанія  оныхъ  будутъ 
производящими  касанія  сихъ  касательныхъ  плоскостей. 

90.  Приложеніе  XXII.  Провести  касательную  плоскость  къ  цилиндру, 
коего  основаніе  и  производящая  даны,  параѵілельно  данной  прямой. 


Чтобъ  изсдѣдовать  вообще  случаи  возиожпосгаи  разрѣншть  вопросъ  о  проведеніи  нориахьноіі 
къ  конусу,  ларахіольно  данной  прямоіі,  предподожимъ,  чпю  изъ  какой  ніг  есть  іпочкіі  въ  про- 
сіпранствѣ  опущены  перпендикуляры  иа  касательнкя  плоскости  къ  предложенному  конусу. 
Міістомъ  сііхъ  перпеыдикуляровъ  будетъ  коническая  поверхность  ,  имѣющая  піо  свойство,  что 
ея  проіізводяп^ія  будутъ  показывать  направлснія  нормальиыхъ  къ  данному  конусу  ;  а  потому, 
естьди  прямая  протянутая  чрезъ  вершину  сего  вспомогате-іьнаго  конуса  парахісльно  данной 
пряной  совпадешъ  сь  одною  изъ  его  производящихъ,  шо  вопросъ  о  проведёніи  норзіа.іьнои  къ 
данному  конусу  парахіельно  данной  прямой  возможенъ.  Легко  усмотрѣтъ  можно^  что  для 
испытанія  сего  совпаденія  должно  пресѣчь  вспомогательный  конусъ  и  данную  прямую  п.іоско- 
стію,  и  смотрѣшь,  будетъ  ліг  точка  пресѣченія  данной  прямой  съ  сею  плоскостію  находишьсд 
на  кривой  прееѣченія  сего  конуса  съ  оною. 
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Искомая  касательная  плоскость  должна  быть  параллельна  данной  прямой", 
при  томъ,  содержа  одну  изъ  пропзводящихъ  даннаг©  цилиндра,  будетъ  парал- 
лельна его  пропзводящпмъ ,  а  посему  доллша  быть  параллельна  плоскости, 
проведенной  чрезъ  данную  прямую  параллельно  производящпмъ  цилиндръ. 

И  такъ,  чрезъ  данііую  прямую  проведемъ  плоскость  параллельно  произ- 
водящей даннаго  цплпндра. 

Искомая  плоскость  должна  быть  параллельна  проведенной  плоскости, 
слѣдовательно  ея  горизонтальный  слѣдъ  будетъ  параллеленъ  горизонтальному 
слѣду  сей  плоскости  •,  искомая  плоскость  касательна  къ  цилиндру ,  почему 
ея  горизонтальный  слѣдъ  будетъ  касателенъ  къ  основанію  даннаго  цилиндра, 
и  такъ  прямая,  удовлетворяющая  спмъ  двумъ  условіямъ,  будетъ  горпзон- 
тальнымъ  слѣдомъ  искомой  плоскости. 

Слѣдъ  вертикальный  искомой  плоскости  будетъ  прямая  проведенная 
чрезъ  точку  пресѣчеиія  построеннаго  горпзонтальнаго  слѣда  съ  осью  про- 
экцій,  параллельно  вертикальному  слѣду  данной  плоскости. 

Искомая  касательная  плоскость  коснется  къ  цилиндру  въ  производящей, 
протянутой  чрезъ  точку  касанія  къ  основанію  онаго  ея  горпзонтальнаго  слѣда. 

Лри.игьгаше.  Смотря  по  свойству  заданнаго  цилиндра,  можно  будетъ 
параллельно  горизонтальному  слѣду  плоскости  ,  проходящей  чрезъ  данную 
прямую  параллельно  производящимъ  цилиндръ  ,  провести  къ  его  основанію 
одну  п  болѣе  касательныхъ  •,  поступивъ  съ  каждою  изъ  оныхъ  по  изложен- 
ному, получимъ  столько  же  касательныхъ  плоскостей,  удовлетворяющпхъ 
вопросу. 

91.  ІГ/тложеійе  XXIII.  Провести  нормальную  къ  цилиндру,  коего 
основаніе  и  производящая  даны,  параллельно  данной  плоскости. 

Для  сего,  изъ  какой  іиі  есть  точки  въ  пространствѣ,  проводятъ  прямую, 
перпендикулярную  къ  данной  плоскости. 

Поелпку  искомая  нормальная  должна  быть  параллельна  данной  плоскости, 
то  соотвѣтствующая  оной  касательная  плоскость  къ  цилиндру,  будучи  пер- 
пендикулярна къ  сей  прямой,  будетъ  перпендикулярна  къ  заданной  плоско- 
сти, и  слѣдовательно  будетъ  параллельна  проведенной  прямой. 

И  такъ,  проводятъ  плоскость,  касательную  къ  данному  цилиндру,  парал- 
лельно проведенной  прямой  (Прплол;.  ХХП);  строятъ  производящую  касанія 
къ  цилиндру  сей  касательной  плоскости. 
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Изъ  произвольно  взятой  точки  на  сей  произиодящей  касанія,  іюзста- 
вляютъ  перпендикуляръ  къ  сей  касательной  плоскостп  ,  который  и  будетъ 
искомою  нормальною  ;  поо  :  1)  перпепдикуляренъ  къ  касательной  плоскости 
къ  цилиндру  и  проходитъ  чрезь  точку  касанія  сей  плоскости,  н  2)  пропе- 
денъ  перпендикулярно  къ  плоскости,  параллельной  прямой,  которая  перпен- 
дикулярна къ  данной  плоскости  >  слѣдосательно  параллеленъ  сей  данной  пло- 
скостп. 

ІІ/тбавлсніе.  Такъ  какъ  изъ  всѣхъ  тсніекъ  производящей  касанія  моліно 
возставнть  перпендикуляры  къ  соотвѣтствуіощей  сей  производящей  каса- 
тельной плоскости,  п  поелику  каждыіі  пзъ  оныхъ  будетъ  удовлетворять 
вопросу,  то  мы  и  получнмъ  безчпсленное  мноліество  нскомыхъ  иормальныхъ, 
кои  составятъ  плоскость,  проведенную  чрезъ  производящую  касанія  перпен- 
дикулярно къ  плоскости  касательной  въ  сей  производящей  къ  цилиндру  сія 
плоскость  будетъ  нормальною  плоскостію  къ  оному ,  и  въ  то  же  время  не 
параллельна  данной  плоскостп. 

П/яипгьганіе.  Явно,  что  столько  же  получимъ  произвадящихъ  касанія, 
подобныхъ  построенной  нами,  сколько  можно  будетъ  провести  параллельно 
прямой,  перпендикулярной  къ  данной  плоскости  ,  касательныхъ  плоскостей 
къ  заданному  цилиндру  (Прнмѣч.  къ  Прилож.  XXII)  ,  п  мы  получимъ  та- 
ковое л;е  число  нормальныхъ  плоскостей  къ  цилиндру,  не  параллельныхъ  дан- 
ной плоскости. 

92.  Приложение  ХХІІ^.  Провести  касательную  плоскость  къ  конусу, 
коего  основаніе  и  вершина  даны,  параллельно  данной  прямой. 

Искомая  касательная  плоскость  должна  быть  параллельна  данной  пря- 
мой *,  при  томъ,  содержа  одну  изъ  пропзводящихъ  даннаго  конуса  ,  будетъ 
проходить  чрезъ  его  вершину,  а  посему  будетъ  заключать  въ  себѣ  прямую 
проведенную  пзъ  вершины  даннаго  конуса,  параллельно  данной  прямой. 

Построимъ  точку  встрѣчп  таковой  прямой  съ  горизонтальною  пло- 
скостію  проэкцій  сія  точка  прпиадлежнтъ  горизонтальному  слѣду  иско- 
мой плоскости,  и  поелику  плоскость  сія  касательна  къ  данному  конусу,  го- 
ризонтальный ея  с.іѣдъ  до.іліенъ  быть  касателенъ  къ  основанию  сего  конуса. 
II  такъ,  пзъ  построенной  точки  встрѣчи  проведемъ  къ  сему  основанію 
касательную ,  которая  и  будетъ  горизонтальпымъ  с.гѣдомъ  искомой  пло- 
скости. 
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Вертикальный  слѣдъ  пскомой  плоскостп  будегаъ  прямая,  протянутая 
чрезъ  точку  пресѣченія  построеннаго  горпзонтальнаго  слѣда  съ  осью  про- 
экцій  II  чрезъ  точку  пресѣченія  прямой  принадлежащей  искомой  касательной 
плоскостп  съ  вертикальною  плоскостію  проэкцій. 

Искомая  касательная  плоскость  коснется  къ  данному  конусу  въ  его 
производящей ,  протянутой  чрезъ  точку  касанія  горизонтальнаго  ея  слѣда 
къ  основанію  сего  конуса. 

Црилітьгшае.  Смотря  по  свойству  заданнаго  конуса,  изъ  точки  пресѣ- 
ченія  съ  горизонтальною  плоскостію  прямой  проведенной  изъ  вершины  ко- 
нуса параллельно  данной  прямой,  можно  будетъ  провести  одну  или  болѣе 
касательныхъ  *,  каждая  таковая  касательная  будетъ  горизонтальнымъ  слѣдомъ 
особенной  плоскости,  удовлетворяющей  вопросу. 

93.  Прііложепіе  ХХ.Ѵ.  Провести  нормальную  къ  конусу,  коего  осно- 
ваніе  и  вериіпна  даны,  параллельно  данной  плоскостп. 

Для  сего  изъ  какой  ни  есть  точки  въ  пространствѣ  проводятъ  прямую 
перпендикулярную  къ  дайной  плоскости. 

Поелику  искомая  нормальная  долліна  быть  параллельна  данной  плоско- 
сти, то  соотвѣтствующая  оной  касательная  плоскость  къ  конусу,  будучи 
къ  сей  прямой  перпендикулярна ,  будетъ  перпендикулярна  къ  данной  пло- 
скости, а  посему  параллельна  проведенной  прямой. 

И  такъ,  проводятъ  плоскость  касательную  къ  данному  конусу  парал- 
лельно проведенной  прямой  (Прплол;.  ХХІУ)  •,  строятъ  производящую  каса- 
нія  сей  плоскостп. 

Изъ  произвольно  взятой  точки  на  сей  производящей  касанія ,  возстав- 
ляюгаъ  перпепдикуляръ  къ  ея  касательной  плоскости ,  который  п  будетъ 
искомою  нормальною  ибо  :  1)  перпендпкуляренъ  къ  касательноіі  плоскости 
къ  конусу  и  проходитъ  чрезъ  точку  касанія  сей  плоскости,  и  2)  проведенъ 
перпендикулярно  къ  плоскости,  которая  параллельна  прямой  перпендикуляр- 
ной къ  данной  плоскостп,  слѣдовательно  параллеленъ  сей  данной  плоскости. 

Прибавлеиіе.  Такъ  какъ  изъ  всѣхъ  точекъ  производящей  касанія  можно 
возставить  перпендикуляры  къ  соотвѣтствующен  сей  производящей  каса- 
тельной плоскости,  и  поелику  каждый  изъ  оныхъ  будетъ  удовлетворять  во- 
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просу :  шо  мы  н  получііліъ  безчпслепное  мно;кество  пскомыхт,  пормалыплхъ, 
коіг  состапятъ  плоскость,  проведенную  чрезъ  производящую  касапія  перпен- 
дикулярно къ  касательной  плоскости  въ  сей  пропзводящей  къ  конусу,  сія 
плоскость  будепіъ  нормальною  плоскостію  къ  оному,  н  г.ъ  то  ;ке  время  пе 
параллельна  данной  плоскостп. 

Припиьгате.  Явно,  что  столько  же  будетъ  пропзводяп^нхъ  касанія, 
подобныхъ  построенной  нами,  сколько  молшо  будетъ  провести  параллельно 
прямой,  перпендикулярной  къ  данной  плоскости  ,  касательныхъ  плоскостей 
къ  заданному  конусу  (Прпмѣч.  къ  Прилож.  ХХІЛ^),  и  мы  получпмъ  таковое 
л;е  число  нормальныхъ  плоскостей  къ  сей  поверхности ,  не  параллельныхъ 
данной  плоскостп. 

94.  Прплоэкеше  ХХР^І.  Провести  цплиндръ,  обертывающій  поверх- 
ность лращенія,  коей  плоская  производящая  н  ось  даны,  параллельно  данной 
прямой. 

Пропзводящія  цплпндра,  обертывающаго  данную  поверхность,  долщны 
удовлетворять  двумъ  условіямъ  :  1)  быть  параллельными  данной  прямой,  п 
2)  быть  касательны  къ  данной  поверхностп  (56). 

Для  удовлетворенія  спмъ  условіямъ,  чрезъ  какую  ни  есть  точку  плоской 
пропзводящей  проводятъ  касательную  къ  сей  кривой  строятъ  кругъ,  опи- 
сываемый сею  точкою  при  пропзвояідепіи  данной  поверхности  вращенія.  Сей 
кругъ,  принятый  за  направ.іяющую,  п  точка  встрѣчп  проведенной  касатель- 
ной съ  осью  поверхности,  принятая  за  вершину,  опредѣлятъ  конусъ,  ко- 
торый мы  назовемъ  вспо.иогательныліъ.  Пропзводящія  сего  конуса  будутъ 
касательны  ко  всѣмъ  меридіональнымъ  сѣченіямъ  данной  поверхности ,  соот- 
вѣтственно,  въ  точкахь  встрѣчи  каждаго  нзъ  сихъ  сѣченій  съ  построеннымъ 
кругомъ ;  почему  вспомогательный  конусъ  будетъ  касателенъ  къ  поверх- 
ности въ  семъ  кругѣ. 

Къ  сему  вспомогательному  конусу,  прпнявъ,  для  простоты  въ  построе- 
нін,  плосі^ость  круга  за  горизонтальную  плоскость  проэкцій,  то  есть  сей 
кругъ  за  основаніе  онаго  конуса,  параллельно  данной  прямой,  проводятъ  ка- 
сательньтя  плоскости  ;  строятъ  точки  касанія  сихъ  дііухъ  плоскостей  къ 
основанію  конуса.  Сіи  точки  будутъ  вмѣстѣ  и  точками  касанія  сихъ  пло- 
скостей къ  поверхностп  вращенія,  ибо  сіп  точки  находятся  на  кругѣ  каса- 
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нія  къ  поверхности  лращенія  вспомогательнаго  конуса ,  къ  которОіМу  про- 
ведены касате.іьпыя  плоскости. 

Пзъ  построенныхъ  таковымъ  образомъ  точекъ  касанія  проводятъ  пря- 
мыя  параллельно  данной  прямой,  которыя  и  будутъ  производящими  пско- 
маго  обертываюп^аго  данную  поверхность  вращенія  і^илпндра,  ибо  сіп  пря- 
мыя  имѣютъ  съ  помянутыми  касательными  плоскостями  по  общей  точкѣ,  и 
при  томъ  параллельны  данной  прямой,  которой  параллельно  проведены  сіп 
плоскости",  слѣдовательио  сіп  прямыя  содержатся,  соотвѣтственно,  въ  сихъ 
плоскостяхъ,  и  проходя  чрезъ  точки  касанія  спхъ  плоскостей,  будутъ  каса- 
тельпы  къ  данной  поверхности  враш;енія. 

Двѣ  построенныя  точки  касанія  принадлеліатъ  к2лівоп  касаніл  пскомаго 
оберпіываіощаго  цилиндра. 

Повторивъ  излоліенное  строеніе,  опредѣлнмъ  еще  двѣ  проіізводящія  пс- 
комаго цилиндра  и  еще  двѣ  точки  для  его  кривой  касанія,  іі  продолжая  та- 
ковымъ образомъ ,  получимъ  достаточное  число  точекъ  для  очерченія  сей 
кривой  касанія,  которая  ^  вмѣстѣ  съ  данною  прямою  ,  опредѣляетъ  искомый 
обертывающій  цплнидръ. 

Прлбасаеіііе.  Вопросъ,  разрѣшенный  въ  Приложена!  ХУІІІ,  о  прове- 
деніп  касательной  плоскости  къ  поверхности  вращенія  чрезъ  данную  пря- 
мую, мояіетъ  быть  рѣшенъ  съ  успѣхомъ  помощію  пзложеннаго  нами  предъ 
симъ  построенія  цилиндра,  обертывающаго  данную  поверхность  вращенія 
параллельно  данной  прямой. 

Для  сего  параллельно  данной  прямой  проводяітіъ  цп.іпндръ,  обертываю- 
щій  данную  поверхность  вращенія  (Прплож.  XXVI). 

Къ  сему  цплпндру  чрезъ  данную  прямую  проводят  ь  касательную  пло- 
скость, что  возмолшо,  пбо  производящія  цилиндра  параллельны  данной  пря- 
мой (78).  Сія  касательная  плоскость  будетъ  искомою  плоскостію,  пбо  1)  про- 
ходить чрезъ  данную  прямую,  п  2)  касательпа  къ  цилиндру ,  который  ка- 
сается къ  поверхности  вращенія  во  всѣхъ  точкахъ  его  кривой  касанія,  слѣ- 
довательно  будетъ  касательна  къ  поиерхиостп  вращеиія,  въ  точкѣ  всшрі.чи 
производящей  касанія  сей  плоскости  къ  цилиндру  съ  кривою  касанія  онаго 
къ  поверхноспш  вращенія. 

Явно,  что  мы  получимъ  столько  касательныхъ  плоскостей  къ  данной 
поверхности  вращенія,  удовлетворяющихъ  вопросу,   сколько  можно  будетъ 
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провестп  чрезъ  данную  прямую  касательпыхъ  шоскостсіі  къ  обертыішю- 
щс.ііу  данную  поперхноспіь  вращенія  цилиндру  ,  чіпо  зависптъ  отъ  вида  кри- 
вой, которая  будетъ  слуліпть  осиованіемъ  сему  цн.іиндру. 

95.  ІТриложс7(іе  ХХР^Н.  Провести  нормальную  къ  поверхпостп  вра- 
щенія,  коеіі  ось  и  плоская  производящая  даны,  параллельно  данной  пряяой. 

Искомая  нормальная  къ  данной  поверхности  вращеиія  будетъ  нормаль- 
ною п  къ  соошвѣтствуюш;ему  оной  мерпдіональному  сѣченію;  поелпку  ;ке  сія 
прямая  долааіа  быть  параллельна  данной  прямой,  то  соотвѣтствующее  оной 
мерпдіональиое  сѣченіе  будетъ  находиться  въ  плоскости  параллельной  данной 
прямой/ 

И  такъ,  проведемъ  мерпдіональную  плоскость  параллельно  данной  пря- 
мой, п  къ  вообраліаемому  въ  оной  мерпдіональному  сѣченію  постропмъ  нор- 
мальную параллельно  данной  прямой. 

Для  сего  совмѣстнмъ  какую  пп  есть  прямую,  проведенную  въ  сей  мерпді- 
ональной  плоскости  параллельно  данной  прямой  п  сію  мерпдіональпую  пло- 
скость съ  плоскостію  плоской  производящей  5  совмѣщенная  прямая  будетъ 
та,  которой  должна  быть  параллельна  нормальная  къ  плоской  производящей, 
соотвѣтствующая  съ  искомою  нормальною  тому  л;е  кругу  поверхности. 

Параллельно  сей  совмѣщенной  прямой  постропмъ  нормальную  къ  плоской 
производящей  •,  опредѣлимъ  точку  встрѣчи  сей  нормальной  съ  осью  поверх- 
ности, н  чрезъ  сію  точку  встрѣчп  проведемъ,  параллельно  данной  прямой, 
прямую,  которая  н  будетъ  искомою  нормальною.  Ибо  построенная  памп 
прямая:  1)  параллельна  данной  прямой,  2)  встрѣчаетъ  данную  поверхность 
вращенія  въ  томъ  ;ке  горпзонтальномъ  кругѣ,  какъ  п  нормальная  къ  пло- 
ской производящей,  потому,  что  сіи  двѣ  прямыя,  сходственно,  параллельны: 
сія  послѣднля  п  искомая,  принятой  въ  разсуяіденіе  прямой  въ  мерпдіональной 
плоскости  п  прявдй  ея  совмѣщенія  на  плоскости  плоской  производящей,  ко- 
торыя  прямыя  встрѣчаютъ  поверхность  въ  томъ  л>е  кругѣ  •,  при  томъ  по- 
строенная нами  искомая  прямая  и  нормальная  къ  плоской  производящей 
встрѣчаютъ  ось  поверхности  въ  той  ;ке  точкѣ. 

Конецъ  построенной  нормальной  опредѣлптся  пресѣченіемъ  оной  съ  го- 
рпзонтальнымъ  кругомъ  поверхности ,  начерченнымъ  чрезъ  конецъ  нормаль- 
ной къ  плоской  производящей. 
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П2пи-іігьга7(іе.  Смотря  по  свойству  заданной  поверхности  вращенія, 
можно  будетъ  параллельно  совмѣщенііой  съ  плоскостію  плоской  производя- 
щей прямой  провести  къ  сей  кривой  одну  п  болѣе  нормальныхъ  ,  съ  коими 
поступивъ  по  пзложеннОхму,  получпмъ  столько  же  нормальныхъ.  удовлетво- 
ряющихъ  вопросу. 

96.  Прилоокеше  Провестл  касательную  плоскость  къ  поверх- 
ности врап^енія,  коей  плоская  пропзводяп^ая  п  ось  даны,  параллельно  данной 
плоскости. 

Искомая  касательная  плоскость  должна  быть  параллельна  данной  плос- 
кости ,  почему  соответствующая  оной  нормальная  будетъ  перпендикуляр- 
на къ  сей  послѣдней  плоскости,  и  слѣдовательно  параллельна  ^  прямой,  опу- 
щенной перпендикулярно  на  данную  плоскость. 

И  такъ,  чрезъ  произвольно  взятую  въ  пространствѣ  точку  прогодятъ 
прямую,  перпендикулярную  къ  дайной  плоскости. 

Параллельно  сей  прямоіі  строятъ  нормальную  къ  данной  поверхности 
вращенія,  и  опредѣляютъ  конеі:[ъ  сей  нормальной  (Прплояі.  ХХУІІ.)*,  постро- 
енная нормальная  будетъ,  по  пзлоліеиному,  та  изъ  нормальныхъ,  которая 
соотвѣтствуетъ  пскоімой  касательной  плоскости. 

Чрезъ  построенный  конецъ  нормальной,  проводятъ  плоскость  къ  оной 
перпендикулярную,  которая  п  будетъ  искомою  касательною  п.юскостію. 

Пр^ілпьганіе.  Явно,  что  сколько  молаіо  будетъ  провести  нормальныхъ 
къ  данной  поверхности  вращенія  параллельно  данной  прямой  (Прпмі.ч.  къ 
Прплож.  ХХТІІ),  столько  получпмъ  и  касательныхь  плоскостей  къ  по- 
верхности вращенія,  удовлетворяющихъ  вопросу. 

97.  Прпложете  XXIX.  Провести  цилиндръ^  обертывающій  косой  ци- 
лпндръ,  коего  двѣ  плоскія  направляющія  и  плоскость  параллелизма  даны  ,  па- 
раллельно данной  прямой. 

Производящія  обертывагош,аго  цилиндра  данный  косой  цплпндръ  дол- 
жны удовлетворять  двумъ  условіямъ  :  1)  быть  параллельны  данной  прямой, 
н  2)  быть  касательны  къ  косому  цилиндру. 

Для  удовлетворения  спмъ  условіямъ,  чрезъ  какую  ни  есть  пропзводлщз'ю 
косаго  цилиндра,  параллельно  данной  прямой ,  проводятъ  плоскость.  Сія 
плоскость  содержитъ  производящую  косой  і^плпндръ,  почему  п  будетъ  ка- 
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сашельною  плоскосіпііо  къ  сей  поверхности ;  строягпъ  точку  касапіл  сей 
плоскости. 

Изъ  построенной  точки  касанія  проводятъ  прямую,  параллельную  данной 
прямой  ;  сія  прямая  будетъ  одною  пзъ  произкодлш,пхъ  искомаго  ооертыг.а- 
ющаго  цилиндра,  ибо  оная,  проходя  чрезъ  точку,  паход/пцуюся  яъ  касатель- 
ной плоскости,  и  при  томъ  параллельно  данной  прямой,  которой  сія  пло- 
скость параллельна,  будетъ  содерліпма  сею  плоскостію  •,  а  поелпку  сія  ггря- 
мая  проходипіъ  чрезъ  точку  касанія  сей  плоскости,  то  будетъ  въ  сей  піочкѣ 
касательна  къ  данному  косому  цилиндру. 

Построенная  точка  касанія  прннадлеліитъ  кривой  іиісаиіл  искомаго  обср- 
тыішющаго  цилиндра 

Поиторпвъ  нзлоліепное  строеніе,  опредѣлпмъ  еще  пропзводяш;ую  иско- 
маго цилиндра  п  еще  точку  для  крипой  касанія,  п,  продолліая  таковымъ  обра- 
зомъ,  получимъ  достаточное  число  точекъ  для  очерченія  сей  кривой  касанія, 
которая  вмѣстѣ  съ  данною  прямою  опредѣллтъ  искомый  обертываю ш,ій 
цплипдръ. 

98.  Прияожепіе  XXX.  Провести  касательную  плоскость  къ  косому 
цилиндру,  коего  двѣ  плоскія  направляющія  и  плоскость  па^заллелпзма  даны^ 
параллельно  данной  плоскости. 

Искомая  касательная  плоскость  должна  содерліать  одну  пзъ  пропзводя- 
щнхъ  цплпндръ.  Сіл  производящая,  такъ  какъ  искомая  плоскость,  долліна 
быть  параллельна  данной,  будетъ  параллельна  данной  плоскости  ,  при  томъ 
оная  параллельна  п  плоскости  параллелизма  ,  слѣдовательпо  сія  производящая 
будетъ  параллельна  прямой  пресѣченія  данной  плоскости  съ  плоскостію  па- 
раллелизма. И  такъ  строятъ  вспомогательную  прямую  пресѣченія  данной 
плоскости  съ  плоскостію  параллелизма. 

Чтобъ  построить  производящую  косаго  цилиндра,  параллельную  сей 
вспомогательной  прямой ,  прпнимаютъ  одну  изъ  плоскихъ  направляющпхъ 
даннаго  косаго  цилиндра  за  направляюшую  цилиндра,  котораго  производя- 
щія  параллельны  вспомогательной  прямой.  Строятъ  основаніе  сего  цилин- 
дра на  плоскости  другой  плоской  направляющей  данпаго  косаго  цилиндра. 
Изъ  точки  пресѣченія  сего  основанія  съ  сею  плоскою  направляющею  прово- 
дятъ производящую  вспомогательнаго  цилиндра,  которая  п  будетъ  искомою 
производящею  даннаго  косаго  цилиндра,  ибо  1)  оная   параллельна  вспомога- 
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тельной  прлдіоіі  по  направленію,  которое  придано  пропзводящпмъ  цплппдра  , 
а  потому  параллельна  п  плоскости  параллелизма,  2)  прп  шомъ  встрѣчаетъ 
обѣ  направляющія  косаго  цплпндра,  пбо  проведена  чрезъ  точку  одной  на- 
правляющей, п  находится  съ  другою  направляющею  на  общей  поверхности 
вспо.могательнаго  цилиндра. 

Будемъ  пмѣть  столько  пропзводящпхъ  параллельныхъ  вспомогательной 
прямой,  во  с;колькпхъ  точкахъ  встрѣтятея  :  основаніе  вспомогательнаго  і^п- 
лпндра  п  плоская  направляющая. 

Чрезъ  каждую  пзъ  построенныхъ  пропзводящпхъ  косаго  цилиндра, 
параллельныхъ  вспомогательной  прямой,  строятъ  плоскость  параллельную 
данной  плоскости,  которая  плоскость  н  будетъ  искомою  касательного  пло- 
скостію  *). 

.  99.  Ііраложеніе  XXXI.  Провести  нормальную  къ  косому  цилиндру, 
коего  двѣ  плоскія  направляющія  и  плоскость  параллелизма  даны,  параллельно 
данной  прямой. 

Искомая  нормальная  доллиіа  быть  параллельна  данной  прямой ,  почему 
соотвѣтствующая  опой  касательная  плоскость  будетъ  перпендикулярна  къ 
данной  прямой,  пли,  что  все  тоже,  параллельна  одной  изъ  плоскостей,  пер- 
пендпкулярныхъ  къ  данной  прямой. 

И  такъ,  чрезъ  произвольную  въ  пространств^  точку  ,  проводятъ  пло- 
скость перпендикулярную  къ  данной  прямой. 

Строятъ  параллельно  сей  плоскости  касательную  плоскость  къ  данному 
косому  цилиндру  (Прилолі.  XXX). 

Изъ  точки  касанія  сей  касательной  плоскости,  позставляютъ  къ  оной 
перпендпкуляръ,  который  п  будетъ,  по  изложенному,  искомою  нормальною. 

*]  Сен  вопросъ^  относительно  къ  косымъ  поверхносшямъ  вооб1це^  можетъ  быть  раз2іѣшенъ  посред- 
сгавомъ  дв}'\ъ  обі-ршывающнхъ  г^и.іііндровъ ,  какъ  сіе  издожено  въ  первомъ  изданііі  сей  кніпіі 
18  21  года. 

ГІарахіс.іьно  сіѣдаиъ  :  вертикальному  и  горизонтальному  данной  пдоскосши,  строятъ  цилиндры, 
обертывающіс  данный  косой  ци.тндръ.  Опредѣд.чтотъ  точку  пресѣченія  двухъ  крнвыхъ  касанія 
сихъ  вспомогатедьныхъ  циднндровъ.  Плоскость,  проведенная  чрезъ  производящія  сихъ  обершы- 
вающихъ  г^и-гиндровъ,  соошвѣтствуіоіція  построенной  точкѣ,  будетъ  искомою,  потому  :  і)  что 
сіи  производящія  парахіельны  аіѣдамъ  данной  плоскости  -■  2)  что  оньья  суть  касаіпельныл  въ 
шой  же  гаочкѣ  къ  данному  коюму  цн.шндру. 

Получимъ  столько  плоскостей  удовлегаворяющихъ  вопросу,  во  сколькихъ  точкахъ  взаимно  пре- 
сѣк)тпсл  двѣ  кривыл  касанія. 


87 


Прижіьганіе.  Явно,  что  по.іучпмъ  столько  пормальныхъ  къ  данному 
косому  щплпндру,  удоплетіюряющпхъ  вопросу,  сколько  мол; но  будешь,  парал- 
лельно плоскосшн  перпендпкуляриоіг  къ  данной  прямой  ,  пропсстн  касашсль- 
ныхъ  плоскостей  къ  данной  поперхкосшіі.    (Прпм.  къ  Прплол;.  XXX) 


О  плоскостпхь  пасательныхъ  ш  миошліо  поверхпостялй. 

100.  Такъ  какъ  для  опредѣленія  положенія  плоскости  достаточно  трехъ 
условій,  то  явно,  что  оная,  вообще,  не  иначе  можетъ  бышь  касатсльна,  какъ 
къ  двумъ  пли  къ  тремъ  поверхпостямъ  ;  впрочемъ  и  въ  сих  ь  случаяхъ,  смотря 
по  свойству  предложенныхъ  поверхностей,  разрѣшеніе  вопроса  можетъ  быть 
не  возможно.  И  такъ,  мы  пзлояшмъ  предварительно  общія  рѣшенія  о  прове- 
деніи  пасательныхъ  плоскостей  къ  двумъ  пли  къ  шремъ  поверхностямъ,  н  зай- 
мемся разсматриваніемъ  особенныхъ  случаевъ,  кон  могупіъ  при  седіъ  встрѣ- 
титься. 

101.  Провести  касательную  плоскость  къ  двумъ  какимъ  ни  есть  по- 
верхностямъ. 

Для  сего,  параллельно  произвольно  взятой  прямой,  проводятъ  цилиндры, 
обертывающіе  двѣ  предложенныя  поверхности  *,  строятъ  крпвыя  касанія  къ 
симъ  поверхностямъ  и  основанія  проведенныхъ  і^плиндровъ. 

Проводятъ  плоскость,  касательную  въ  тоже  время  къ  обоимъ  цплпн- 
драмъ,  что  возможно,  ибо  пропзводящія  спхъ  обертывающихъ  цплппдровъ 
імежду  собою  параллельны.  Сія  касательная  плоскость  63'детъ  имѣть  горп- 
зоншальнымъ  ея  слѣдомъ  общую  касательную  къ  основаніямъ  двухъ  оберты- 
вающихъ цплиндровъ,  ибо  оная  плоскость  доляіна  быть  касательна  въ  шолів 
время  къ  обоимъ  ціілиндрамъ,  слѣдовательно  пресѣченія  сихъ  двухъ  цилин- 
дровъ  и  (;сй  касательной   плоскости   съ  принятою  за  горизонтальную  пло- 


•)  При  сей  сгаатьѣ  можно  читать  особенную  сшашью  вь  общихъ  нримічаніяхъ  и  прибавлсніяхъ 
объ  обертъгшіоіцихъ  ци.тидрахь  и  копусахъ,  ибо  о  первыхъ  нзь  сихъ  поверхностей  зд+.сь 
упоминается. 
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скостію;  то  есть  основанія  оныхъ  п  горизонтальный  с.іѣдъ  сей  послѣдней, 
будугаъ  лнніп  касашельныя.  Пропзводящія  касанія  будутъ  частныя  пропз- 
водящія  сііхъ  цилпндровъ,  протянутыя  чрезъ  точки  касанія  горизонталь- 
наго  слѣда  касательной  плоскости  къ  основаніямъ  и^илпндровъ. 

Строятъ  точки  пресѣченія  пропзводящпхъ  касанія  съ  кривыми  касанія 
ооертываюн^ііхъ  цплипдровъ  къ  даннымъ  поверхностямъ  •,  сін  точки  пресѣ- 
чеиія  будутъ,  соопівѣтственно,  точками  касанія  искомой  касательной  пло- 
скости къ  двумъ  предложеннымъ  поверхностямъ  ,  ибо  сія  касательная  пло- 
скость касается  къ  обоимъ  г^илпндрамъ,  соотвѣтственно  ,  въ  построенныхъ 
пропзводящпхъ  касанія  •,  а  посему  и  въ  точкахъ  пресѣченія  спхъ  пропзво- 
дящпхъ съ  крпвыхмп  касанія,  но  цилиндры  въ  спхъ  послѣднпхъ  точкахъ  каса- 
тельны,  соотг.ѣтственпо,  къ  предлоліеннымъ  поверхностямъ,  слѣдовательно 
п  опредѣленная  нами  касательная  плоскость  будетъ  касаться  къ  даннымъ 
поверхностямъ,  соотЕѣтственно ,  въ  спхъ  точкахъ. 

Явно  .  что  иы  получпмъ  столько  касательныхъ  плоскостей ,  сколько 
шоліио  будетъ  провести  общихъ  касательныхъ  къ  основаніямъ  двухъ  по- 
строенныхъ цнлнндровъ ,  обертывающпхъ  ,  соотвѣтственно  ,  предложенпыя 
пОЕсрхностп. 

102.  Такъ  какъ  избранная  нами  прямая,  параллельно  которой  мы  предполо- 
жили построенными  обертывающіе  цилиндры  двѣ  предложенпыя  поверхности, 
пмѣетъ  совершенно  произвольное  положеніе ,  то  явно ,  что  существуетъ 
безчпслеиное  множество  спстемъ  цилпндровъ ,  обертывающпхъ  данныя  по- 
верхности, и  къ  копмъ,  по  два,  общія  касательныя  плоскости  будутъ  иско- 
мыми касательными  плоскостями  къ  двумъ  предложеннымъ  поверхностямъ, 
то  есть  получпмъ  безчпслеиное  мноліество  касательныхъ  плоскостей,  удо- 
і'Лстворяющпхъ  вопросу.  Предпололшмъ  существоваиіе  всѣхъ  таковыхъ  пло- 
скостей, и  вообразить,  что  въ  каждой  пзъ  нііхъ  точки  ея  касанія  къ  двумъ 
предлоліепнымъ  поверхностямъ  соединены  прямою  такимъ  образомъ  полу- 
чпмъ безчпсленное  мполіество  прямыхъ  касательныхъ  въ  пюл;е  время  къ 
предлоліеннымъ  поверхностямъ.  Всѣ  сіи  прямыя  составятъ  разверзающуюся 
поверхность,  обертывающую  двѣ  предлоліенныя  поверхности  •,  свойство  сей 
поверхности,  относительно  къ  предлол;еппымъ,  будетъ  то,  что  всякая  ка- 
сательная   плоскость   къ  оной    будетъ   общею   касательною  плоскостію 
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II  къ  двумъ  предложеинымъ  поверхносптямъ  •,  почему  сія  разверзаюш,аяся  по- 
верхность послулиітъ  мѣстомъ  всѣхъ  рѣшеній  предлоікенііаго  вопроса 

Крііпыя  касанія  къ  предложепііымъ  поверхностлмъ  сей  разпсрзаіощеііся, 
ооертывающей  опыя,  поверхности,  определятся  точками  касанія  іірямыхъ 
проіізводящпхъ  сію  поверхность,  къ  двумъ  прсдлоліеннымъ  поверхиостяиъ. 

103.  Такпмъ  образомъ  мы  впдѣліі ,  что  вопросъ  о  проведении ,  вообще, 
касательной  плоскости  къ  двумъ  какпмъ  ни  есть  поперхностямъ,  пмѣептъ 
безчисленное  мноліество  рѣшеній,  обращаясь  въ  т.опросъ  о  построеніи  раз- 
верзающейся поверхности,  обертывающей  предлоліепныя.  Но  когда  одна  пзъ 
сііхъ  поверхностей  будетъ  разверзающаяся ,  то  по  представленііі ,  что  ка- 
сательная плоскость  къ  разверзающейся  поверхности  обращается  около 
оной,  удовлетворяя  во  всѣхъ  ея  положеніяхъ  условію  касанія ,  усмотрпмъ, 
что  сія  плоскость  будетъ  ішѣть  одно  пли  болѣе  положеній,  въ  копхъ  мо- 
жетъ  коснуться  п  къ  другой  предложенной  не  разверзающейся  поверхности. 
Когда  же  обѣ  предложенныя  поверхности  будутъ  разверзающіяся  ,  тогда  раз- 
рѣшеиіе  вопроса,  вообще,  невозможно. 

104.  Провести  касательную  плоскость  къ  тремъ  какимъ  ни  есть  по- 
верхностямъ. 

Для  сего  проводятъ  разверзающуюся  поверхность,  обертывающую  первую 
п  вторую  предлоліенныя  поверхности ;  строятъ  кривую  касапія  (А)  сей 
вспомогательной  поверхности  къ  первой  поверхности  (102), 

Строятъ  разверзающуюся  поверхность,  обертывающую  первую  и  тре- 
тію  предложенныя  поверхности ,  и  кривую  касанія  (В)  сей  вспомогате.іьиой 
покерхностп  къ  первой  предлод^епной  поверхности. 

Строятъ  точку  встрѣчи  двухъ  построенныхъ  кривыхъ  касанія  (Л)  и 
(В)  на  первой  предложенной  поверхности  ;  проводятъ  касательную  плоскость, 
въ  сей  точкѣ  встрѣчи,  къ  сей  первой  поверхности:  сія  касательная  пло- 
скость будетъ  искомою. 


Разверзающимися  поверхностями  называются  тѣ,  кои  могутъ  быть  разверн^тпы  на  плоскости 
безъ  вздванванія  и  разторженія.  Отличительное  оныхь  свойство,  удовлетворяющее  опредѣлеыію, 
состоитъ  въ  томъ,  что  прилежащія  пронзводящія  снхъ  поверхностей,  находятся  всегда  въ  тон 
же  плоскости  ^  образі^ы  таковыхъ  поверхноопей  представхчютъ  намъ  коыическія  и  ціі.шіідри- 
чсскія  поверхности.    (с.ч.  тзъ  дополиенін  :  о  разверзающихся  поберхпостлл  ъ). 
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Проведенная  касательная  плоскость,  въ  іпочкѣ  встрѣчн  крпвыхъ  (А)  іі 
(И)  на  первоіг  предложенпоп  поверхности,  содержишь  всѣ  касательныя  въ  сей 
точкѣ  кь  сей  поверхности,  а  по  сему  будетъ  касательна  къ  двумъ  развер- 
зающимся Бспомогательиымъ  поверхностямъ,  обертывающпмъ  соотвѣшственно 
первую  п  вторую,  первую  п  третію  предлояіенныя  поверхности,  а  по  сему 
будетъ  касаться  и  къ  второй  и  третьей  предложеннымъ  поверхностямъ. 
Точки  ея  касанія  къ  симъ  поверхностямъ  будутъ  точками  касанія  къ  онымъ, 
соотвѣшспівенно,  пропзводящііхъ  разверзающихся  поверхностей,  проходящихъ 
чрезь  точку  касапія  построенной  плоскости  къ  первой  предложенной  поверх- 
ности, то  есть  протянушыхъ  чрезъ  точку  встрѣчи  крпвыхъ  (А)  и  (В). 

Мы  получимъ  столько  плоскостей  удовлетворяющихъ  вопросу ,  сколь- 
ко будетъ  существовать  точекъ  встрѣчи  крпвыхъ  (А)  и  (В). 

105.  Когда  одна  изъ  предлол;епныхъ  пірехъ  поверхностей  будетъ  раз- 
верзающаясл,  рѣшепіе  вопроса,  вообще,  невозможно,  и  шѣмъ  болѣе,  естьли 
будетъ  предлояіено  двѣ  или  три  таковыхъ  поверхностей. 

100.  Приложеніе  ХХХП.  Провести  плоскость,  касательную  къ  д^умъ 
поверхностямъ  вращенія,  копхъ  плоскія  пропзводящія  и  оси  даны,  параллельно 
данной  прямой. 

Для  сего  строяшъ  цплиндръ ,  обертывающій  параллельно  данной  прямой 
первую  предложенную  поверхность  ;  сей  цилиндръ  опредѣлится  его  кривою 
касанія  и  данною  прямою. 

Строятъ  другой  цилиндръ,  обертывающій  параллельно  данной  прямой 
вторую  поверхность  вращенія ;  сей  цилиндръ  опредѣлпшся  его  кривою  каса- 
нія  и  данною  прямою. 

Къ  симъ  двумъ  обертывающпмъ  цилиндрамъ  проводятъ  06Щ340  касатель- 
ную плоскость,  что  возмоаіно,  ибо  производящія  спхъ  цилиндровъ  парал- 
лельны данной  прямой,  а  по  сему  параллельны  и  меікду  собою.  Горизон- 
тальный слѣдъ  сей  плоскости  будеіпъ  общая  касательная  къ  основаніямъ 
двухъ  іі(илиндров7> ;  строятъ  сію  касательную  ;  производящія  касапія  будутъ. 
производящія  спхъ  ціілиндровъ,  прогаянутыя  чрезъ  пючкп  касапія  посшро- 
еннаго  горизоншальнаго  слѣда  къ  основаніямъ  цалиндровъ.  Сія  плоскость 
будешь  касательна  къ  каждому  изъ  цилиндровъ  попюму,  что  1)  содержитъ 
касательную  къ  осносанііо  ,  и  а)  производящую,  проведенную  чрезъ  точку 
касанія  сеіі  касательной  къ  основанію. 
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Построенная  плоскость  будетъ  касаться  п  къ  данііымъ  поперхностямъ 
пращеаія,  ибо  касается  къ  дпумъ  цпліпідрамъ,  конхъ,  соотиѣтстпенію,  про- 
шводяіція  касате.іыіы  къ  симъ  пояерхіюстямъ  •,  при  пюмъ,  заключая  проііз- 
кодящую  цилиндра,  обертынающаго  параллельно  данпоіг  прямой  предю;кен- 
пуіо  попер.ѵносгнь,  будетъ  параллельна  сеіі  прямой,  а  по  сему  будепіъ  пско- 
діоіо  плоскостію. 

Точки  пресѣчепія  произподящпхъ  касанія  сей  касательной  плоскости  къ 
цпіпндрамъ,  соотвѣпіственно,  съ  кривыми  пхъ  касанія,  бу дутъ  точками  ка- 
саііія  сей  плоскости  къ  предлол;еннымъ  поверхиостямъ  Браш,епія,  соответ- 
ствую щнмъ  симъ  крнвымъ. 

Пріиіиъганіс.  Мы  получимъ  столько  касательныхъ  плоскостей ,  удовле- 
творяющихъ  вопросу,  сколько  можно  будетъ  провести  общпхъ  касательныхъ 
плоскостей  къ  двумь  цнлиндрамъ,  обертывающнмъ  параллельно  данной  прямой 
предложенныя  поверхности  вран^енія  ,  іпо  есть  сколько  молшо  будетъ  про- 
вести' къ  осноканіямъ  сихъ  двухъ  цилиидровъ  общпхъ  касательныхъ. 

107.  Приложепіе  ХХХШ.  Провести  касательную  плоскость  къ  двумъ 
поверхиостямъ  вращенія,  коихъ  оси  п  плоскія  производящія  даны  ,  пзъ  дан- 
ной точки  въ  пространств^. 

Для  сего  строятъ  конусы,  обертывающіе  предложенныя  поверхности 
вращеиія  пзъ  данной  точки  •,  сіп  два  конуса  опредѣлятся  нхъ  кривыми  каса- 
нія  и  данною  точкою. 

Къ  симъ  двумъ  обертывающимъ  конусамъ  проводятъ  общую  касатель- 
ную плоскость,  что  возмолгно,  ибо  сіи  конусы  пмѣютъ  общую  вершину, 
то  есть  данную  точку.  Горизонтальный  слѣдъ  сей  касательной  плоскости 
будетъ  общая  касательная  къ  основаніямъ  сихъ  двухъ  конусовъ  *,  произво- 
дящая касанія  будутъ  прямыя,  пропіянутыя  въ  данную  точку  изъ  шочекъ 
касанія  построеннаго  горпзонтальиаго  слѣда  къ  основаніямъ  сихъ  конусовъ, 
почему  и  вертикальный  слѣдъ  касательной  плоскости  сопершепио  опредѣ- 
лится.  Сія  плоскость  будетъ  касательна  къ  каждому  изъ  конусовъ  потому, 
что  1)  содержитъ  касательную  къ  осноланію,  и  2)  производящую  каждаго 
конуса,  проведенную  чрезъ  точку  касанія  сей  касательной  къ  его  основанію. 

Построенная  плоскость  будетъ  касаться  и  къ  даннымъ  поверхиостямъ 
вращенія,  ибо  касается  къ  двумъ  конусамъ,  коихъ  всѣ  прбпзводящія  каса- 
післьиы,  соотсѣшстпеино,  къ  симъ  двумъ  поверхиостямъ  вращенія    при  томъ, 
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заключая  общую  вершину  двухъ  обертывающихъ  конусовъ,  то  есть  данную 
точку,  будешъ  пскомою  плоскостію. 

Точка  пресѣченія  производящей  касаиія  обертывающаго  конуса  первую 
предложенную  поверхность  съ  его  кривою  касанія,  будетъ  точкою  касанія 
построенной  касательной  плоскости  къ  сей  первой  поверхности  вращенія. 

ІТодобнымъ  образомъ  построится  точка  касанія  построенной  касатель- 
ной плоскости  и  къ  второй  предложенной  поверхности  вращенія. 

ІТріыітъганіе.  Мы  получпмъ  столько  касательныхъ  плоскостей,  удовле- 
творяющихъ  вопросу,  сколько  молшо  будетъ  провести  общпхъ  касательныхъ 
плоскостей  къ  двумъ  конусамъ,  обертывающігаъ  пзъ  данной  точки,  соот- 
кѣтственно,  предлоліенныя  поверхности  вращенія,  то  есть  сколько  можно 
будетъ  провести  общпхъ  касательныхъ  къ  основаніямъ  сихъ  конусовъ. 

108.  Прпложете  ХХХІР^.  Провести  общую  касательную  плоскость  къ  ци- 
линдру, коего  основаніе  и  производящая  даны,  п  къ  поверхности  вращенія, 
коей  даны  ось  и  плоская  производящая. 

Для  сего  строятъ  цилиндръ,  обертывающій  данную  поверхность  вра- 
щепія  параллельно  производящимъ  даннаго  цилиндра  •,  сей  цплиндръ  опре- 
делится его  кривою  касанія  къ  сей  поверхности  вращенія  и  одною  пзъ  про- 
нзводящихъ  даннаго  цилиндра. 

Построивъ  основаніе  сего  вспомогательнаго  обертывающаго  цилиндра, 
проведемъ  къ  сему  цилиндру  п  къ  данному  общую  касательную  плоскость, 
что  возможно,  по  параллелизму  производящихъ  сихъ  двухъ  цилиндровъ.  Го- 
ризонтальный слѣдъ  сей  касательной  плоскости  будетъ  общая  касательная 
къ  основаніямъ  двухъ  цилиндровъ  •,  произподящія  касанія  будутъ  частньтя 
производящія  сихъ  цилиндровъ,  протянутыя  чрезъ  точки  касанія  къ  пхъ 
оспованіямъ  построеннаго  горизоптальнаго  слѣда,  почему  и  вертикальный 
слѣдъ  касательной  плоскости  совершенно  опредѣлится.  Сія  плоскость  бу- 
детъ касательна  къ  кал;дому  изъ  цилиндровъ  потому,  что  содерліишъ : 
1)  касательную  къ  основанію,  и  2)  производящую  проведенную  чрезъ  тОчку 
касанія  сей  касательной  къ  осиопанію. 

Построенная  касательная  плоскость  будетъ  касаиіься  и  къ  предложен- 
ной поверхности  вращепія,  ибо  касается  къ  обертывающему  оную  цилиндру, 
который  касателенъ  къ  сей  поверхности  во  всѣхъ  точкахъ  его  кривой  каса- 
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нія  •,  при  томъ  плоскость  сія  касательна  къ  данному  і^плішдру,  слѣдователыю 
будегпъ  искомою  касательною  плоскостію. 

Точка  пресѣченія  производящей  касанія  сей  касательной  плоскостп  къ 
оберпіыпающему  цилиндру,  съ  кривою  его  касанія,  будетъ  точкою  касапія 
сея  плоскости  къ  предлол;енной  поверхности  вращеліія. 

Приміьганіе.  Мы  получимъ  столько  касательныхъ  плоскостей ,  удовле- 
творяющихъ  вопросу,  сколько  можно  будетъ  провести  касательныхъ  пло- 
скостей къ  двумъ  цилиндрамъ :  къ  данному  п  къ  обертывающему  данную 
поверхность  вращенія,  параллельно  пропзводящимъ  даннаго  цилиндра,  то 
есть  сколько  моліно  будетъ  провести  общихъ  касательныхъ  къ  основаніямъ 
спхъ  цилиндровъ. 

109.  Лриложепіе  ХХХР^.  Провести  общую  касательную  плоскость 
къ  конусу,  коего  вершина  л  основаніе  даны,  и  къ  поверхности  вращенія, 
коей  даны  :  плоская  производящая  и  ось. 

Для  сего  строятъ  конусъ,  обертывающій  данную  поверхность  враще- 
нія  изъ  вершины  даннаго  конуса  ;  сей  конусъ  опредѣлится  его  общею  вер- 
шиною съ  даннымъ  копусо.мъ  н  кривою  касанія  къ  данной  поверхносгап  вра- 
щенія. 

Построивъ  основаніе  сего  вспомогательнаго  обертывающаго  конуса, 
проведемъ  къ  сему  конусу  и  къ  данному  конусу  обшую  касательную  пло- 
скость, что  возможно,  ибо  сіп  два  конуса  пмѣютъ  общую  вершину.  Гори- 
зонтальный слѣдъ  сей  касательной  плоскости  будетъ  общая  касательная 
къ  основаніямъ  двухъ  конусовъ  •,  пропзводящія  касанія  будутъ  частныя  про- 
пзводящія  спхъ  конусовъ,  протянутыя  чрезъ  точки  касанія  къ  ихъ  оспо- 
ваніямъ  построеннаго  горпзонтальнаго  с.гѣда,  почему  п  вертикальный  слѣдъ 
касательной  плоскости  совершенно  опредѣлится.  Сія  плоскость  будетъ 
касашельна  къ  каждому  пзъ  конусовъ  потому,  что  содеряиітъ  :  1)  касатель- 
ную къ  основанію ,  и  2)  производящую  ,  проведенную  чрезъ  точку  касанія 
сей  касательной  къ  основанію. 

Построенная  плоскость  будетъ  касате.іьна  и  къ  предложенной  поверх- 
ности вращенія,  пбо  касается  къ  обертывающему  оную  погерхность  конусу, 
который  касателенъ  къ  сей  поверхности  во  всѣхъ  шочкахъ  его  кривой  ка- 
санія  •,  при  гаомъ  сія  плоскость  касашельна  къ  данному  конусу,  слѣдовательно 
будетъ  искомою  касательною  плоскостію. 
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Точка  пресѣченія  произкодящеп  касанія  сей  касательцой  плоскости  къ 
обертыкающем}'^  конусу  съ  его  кривою  касанія,  будешъ  точкою  касанія 
опой  плоскости  къ  предло;кепной  поверхности  вращепія. 

Прпяігьганіс.  Мы  получимъ  столько  касательпыхъ  плоскостей,  удовле- 
шіюряющііхъ  вопросу,  сколько  можно  будетъ  провести  общпхъ  касательныхъ 
плоскостей  къ  двумъ  конусамъ :  къ  данному  п  къ  обертывающему  предло- 
женную поверхность  вращенія,  то  есть  сколько  можно  провести  общихъ 
касателъныхъ  къ  основаніямъ  спхъ  двухъ  конусовъ. 

110.  ІТриложсніе  ХХХР^І.  Провести  касательную  рлоскость  къ  тремъ 
поверхностямъ  вращенія,  коихь  осп  п  плоскія  пропзводящія  дапы. 

Для  сего  къ  двумъ'пзъ  трехъ  предлоя;енныхъ  поверхностей,  на  пршіѣръ 
къ  первой  поверхности  вращенія  н  ко  второй  поверхности  вращенія,  про- 
водятъ  обертывающую  опыя  разверзающуюся  поверхность  (102).  Сія  по- 
верхность будетъ  составлена  пзъ  прямыхъ,  соедпняющихъ  точки  касанія 
къ  поверхностям!)  плоскостей,  касательныхъ  къ  спмъ  двумъ  поверхностямъ, 
и  при  іномъ  соотвѣтственпо.  Оная  разверзающаяся  поверхность  опредѣ- 
лптся  ея  кривыми  касанія  :  кривою  касанія  къ  первой  поверхности  вращепія, 
Ъ  кривою  касанія  ко  второй  поверхностп  вращенія. 

Строятъ  другую  разверзающуюся  поверхность ,  обертываюпі^ую  одну 
пзъ  преліде  взлтыхъ  двухъ  поверхностей ,  на  примѣръ  :  вторую  данную  по- 
верхность вращенія ,  и  третью  предлоя;енпую  поверхность  вращенія  •,  сія 
разверзающаяся  пове])хносіпь  определится  ея  кривыми  касанія  ;  кривою  ка- 
санія  къ  второй  поверхности  вращенія  п  кривою  касанія  къ  третьей  по- 
верхности ііращенія. 

Строятъ  точку  встрѣчп  двухъ  крпгыхъ  касапія  па  второй  предло- 
женной поверхностп  вращенія ,  принадлежащпхъ  двумъ  построеннымъ  раз- 
верзающимся поверхносіпямъ  чрезъ  сію  точку  проводятъ  касательную 
плоскость  къ  сей  второй  предюженной  поверхности*,  сія  плоскость  будетъ 
искомою  касательною  плоскостію,  іпо  есінь  коснется  п  къ  остальнымъ  двудіъ 
даппымъ  поверхностямъ  вращенія  (104). 

Чтобъ  построить  точки  касанія  построенной  касательной  плоскости 
къ  остальнымъ  двумъ  поверхностямъ  г.ращеиія,  іпо  еспіь  къ  первой  и  тре- 
піьей,  строятъ  производящую  разверзаюп^ейся  поверхности,  обертывающей 
);шорую  и  первую  поверхности,  и  произіюдящую  разверзающейся  поверх- 
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носгпіі,  оосртывающсй  «гпорую  п  третью  поверхности,  и  прт  іпомъ  соот- 
«ѣтстпуіоіція  точкѣ  касаиія  построеіііпюіі  плоскости  ко  птороіі  предло- 
женной поперхностн  ;  точки  пресѣчснія  спхъ  пронзіюдлиуіхъ,  соопшѣтсппіенііо, 
съ  кривыми  касанія  развсрзаюіцихся  поиерхііостей  къ  первой  и  третьей  по- 
всрхностялпі  пращенія,  будутъ  искомыми  точками  касанія  къ  симъ  поверхно- 
стямъ  вращсніл  проведенной  касательной  плоскости. 

Прплііьгаиіе.  Двѣ  крнвыя  касапія  двухъ  разверзающихся  поверхностей, 
оосртывающихъ  иредложенныя  поверхности  по  двѣ  ,  могутъ  встрѣтиться 
на  соотвѣтствующей  шіъ  поверхности  вращенія  въ  ні  сколькпхъ  точках7>  •, 
кал;дая  пзъ  таковыхъ  точекъ  встрѣчп  будетъ  точкою  касанія  къ  сей  по- 
верхностп  вращенія  особенной  касательной  плоскости ,  удовлетворяющей 
вопросу  *). 


Изміиеніе  въ  изложсиномъ  нами  строенііі  при  проведенііг  общей  касаіііельнон  п.іогкоспіи  къ 
ітіремъ  поверхносшямъ  вращепггг,  когда  сііі  поверхцости  будушъ  шары,  можно  читать  въ  обіцихъ 
пріімѣчаніяхъ  и  прнбавденілхъ. 

Ввести  въ  заданіе  воцросовъ  о  провсдснЬг  касательпыхъ  плоскостей  ко  миогимъ  поверхно- 
стяиъ^  косые  циднндры  оставляю  чііпіапір.гямъ  ;  зная  общіе  способы  рѣшенія,  они  не  встііітлть 
въ  семь  ни  какоіі  пірудноспін. 
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Книга  III. 
О  ПРЕСЬЧЕНІЯХЪ  ПОВЕРХНОСТЕЙ. 

Опре^тьлепія  и  пербОнаі:алъныя  понятіа. 

111.  Когда  даны  двѣ  какія  ни  есть  поверхности  по  ихъ  пропзво;кденІю, 
то  есть  когда  полодіеніе  всякой  точки,  онымъ  принадлежащей,  мояіетъ  быть 
опредѣлено  :  тогда  явно,  что  естьли  сін  поверхности  имѣютъ  оби^ія  іпочки, 
то  и  полояіеніе  спхъ  точекъ  въ  пространствѣ,  совершен нымъ  опредѣленіемъ 
положенія  спхъ  двухъ  поверхностей,  опредѣлено  будетъ.  Сіи  обгція  іпочки 
двумъ  даннымъ  поверхностямъ  составляютъ,  вообще,  нѣкоторую  кривую  въ 
пространствѣ  сія  кривая  въ  весьма  маломъ  числѣ  случаевъ  будетъ  плоскою 
кривою,  то  есть  будетъ  имѣть  одну  кривизну  ,  еще  рѣліе  будетъ  прямою 
линіею,  то  есть  не  будетъ  пмѣть  ни  какой  кривизны,  пли  наконецъ  обра- 
тится въ  одну  точку.  По  большей  части  точки  общія  двумъ  даннымъ 
поверхностямъ  находятся  на  крпвыхъ,  называемыхъ  кривыми  ^.цволкой  К2ш- 
сизиог,  по  прпчинѣ,  что  оныя  будутъ  узаконены  кривизнамъ  двухъ  кривыхъ 
поверхностей,  на  коихъ  находятся,  н  когаорымъ  по  сему  слуліатъ  пресѣ> 
чеиіемъ.  ' 

і  12 .  Совершенное  опредѣленіе  таковыхъ  кривыхъ  пресѣченія ,  когда  дапы 
двѣ  поверхности,  коимъ  оныя  прпнадлеікатъ,  составляетъ  предметъ  весьма 
важной  отрасли  Начертательной  Геометріп.  Общій  способъ,  употребляе- 
мый для  построенія  таковыхъ  крпвыхъ,  состоишь  въ  томъ,  чшобъ  начер- 
тишь на  пресѣкающихся  поверхносшяхъ  двѣ  линіи,  которыя  могли  бы  пмѣть 
общія  точки,  есшьли  поверхности,  соотвѣшственно  полол;енію  сихъ  линій, 
имѣюгаъ  таковыя  гаочкіт,  то  есть  начертишь  линіи,  кошорыя  бы  находились 
на  той  ліе  поверхности*,  нзъ  чего  п  слѣдуегаъ  ,  что  способъ  сей  состоишь 
въ  пресѣченіи  двухъ  предложенныхъ  поверхностей  системою  вспомогашель- 
иыхъ  поверхностей  пли  плоскостей,  которая  бы  избрана  была  такъ,  чтобы 
кривыя  пресѣченія  ея  съ  двумя  предложенными  поверхностями  опредѣляли  наи- 
возможно  просшѣйшія  кривыя  сихъ  послѣднихъ  поверхностей.    Точки  пресѣ- 
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ченія  таковыхъ  вспомогателышхъ  крнвыхъ  будутъ  общія  точки  двумъ 
предложепнымъ  поверхиостямъ,  и  следовательно  будутъ  принадлежать  иско- 
мой кривой  пресѣченія. 

113.  По  изложенному  способу  пскомая  кривая  пресѣченія  определится 
двумя  ея  проэкціямп  :  вертикальною  и  горизонтальною.  Естьли  сія  кривая 
будетъ  плоская,  тогда  для  совершеннаго  постиженія  ея  вида,  опредѣляютъ 
ея  соб.итыценіе,  то  есть  кривую,  въ  которой  кривая  пресѣченія  совліѣстится  съ 
содер;иащею  оную  плоскостію  на  одной  пзъ  плоскостей  проэкі^ій  •,  сіе  совмѣще- 
иіе  будетъ  пскомая  кривая  въ  настоящей  велпчинѣ.  Естьли  л;е  кривая  пресѣченія 
двухъ  поверхностей  находится  на  разверзаюп;ейся  поверхности,  то  есть  когда 
одна  пзъ  двухъ  предлояхенныхъ  поверхностей  будетъ  разверзающаяся ,  то 
строятъ  ея  преобразованіе,  развернувъ  на  плоскости  поверхность,  содержащую 
оную  кривую,  п  въ  семъ  положеніи  поверхности  представпвъ  впдъ  сей  кривой. 

Поелику  л;е  полоя;еніе  касательныхъ  къ  кривой  линіи  весьма  способ- 
ствуетъ  къ  точному  ея  начертанію,  то  мы  покажемъ  также  способъ  строить 
касательныя  къ  кривой  линіи,  данной  по  двумъ  поверхностямъ  въ  лей  пре- 
сѣкающимся,  п  такліе  способы  переносить  сіп  касательныя  па  плоскости 
совмѣщенія  п  разверзанія,  пли  преобразованія. 

114.  Дана  плоская  кривая  *,  построить  ея  совмѣщеніе  на  одной  пзъ  пло- 
скостей проэкцій. 

Для  сего  строятъ  совмѣщеніе  какой  нп  есть  точки  на  сей  кривой  съ 
одного  пзъ  плоскостей  проэкі^ій,  вращая  плоскость,  содерліащую  сію  кривую, 
на  сію  плоскость  проэкцій. 

Повторяютъ  сіе  строеніе,  п,  получпвъ  достаточное  число  совмѣщен- 
ныхъ  точекъ,  очертываютъ  на  плоскости  проэкцій  чрезъ  оныя  точки 
кривую,  которая  и  будетъ  совмѣщеніемъ  данной  кривой,  или  все  тоже,  со- 
вмѣщепною  данною  кривою. 

115.  Для  опредѣленія  совмѣщенія  касательной  въ  какой  нп  есть  точкѣ 
къ  кривой,  совмѣщаютъ  двѣ  какія  ни  есть  точки,  на  сей  касательной  взя- 
тыя,  на  предложенную  плоскость  проэкцій ;  проведенная  чрезъ  сіи  совліѣ- 
щенныя  точки  прямая  будетъ  совмѣщенною  касательного,  ибо,  представпвъ 
себѣ  двпженіе  совмѣщаемой  плоскости ,  то  есть  содерліащей  сіго  кривую  и 
ея  касательную,  легко  усмотрѣть  моліемъ ,  что  оныя  лпиіп,  пзмѣняя  пхъ 
положенія  въ  пространств*,  не  перемѣняютъ  онььхъ  на  пхъ  общей  плоско- 
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сгап,  II  слѣдовапіельно  сохраняіпъ  ихъ  взаимное  положеніе  п  тогда,  когда  со- 
ізмѣщаемая  плоскость  упадетъ  на  плоскость  проэкі^ій. 

116.  Развернуть  какую  нп  есть  цилиндрическую  поверхность  *,  нанести 
па  сіе  разЕерзаніе  кривую,  данную  на  предлояіенной  поверхности,  и  постро- 
ить касательную  къ  преобразованію  сей  кривой  въ  данной  на  ономъ  точкѣ. 

1)  Развсрзанге  цилііНіЗ,ріігеской  поверхности.  Пресѣкаютъ  данную  цилин- 
дрическую поверхность  плоскостію,  перпендикулярною  къ  ея  производящпмъ 
строятъ  кривую  пресѣченія  (^).  Поелику  плоскость  кривой  ((^)  перпенди- 
кулярна къ  производяіцішъ  цплиндръ,  то  обратно  пропзводяіція  цилшідръ 
будутъ  перпендикулярны  къ  сей  кривой  •,  почему  представпвъ  себѣ,  что 
данная  цилиндрическая  поверхность  составлена  пзъ  плоскостей,  огранпчен- 
ныхъ  сь  боковыхъ  сторонъ  производящими  оную,  а  съ  третьей  стороны 
соотвѣтствующею  положенію  сихъ  пропзводящихъ  спрямленною  дугою 
кривой  (Р),  предположимъ,  что  сіи  плоскости  сгибаются  по  прилежащимъ 
лхъ  пропзводяіцпмъ,  такъ,  что  взятая  за  первую  плоскость  упадетъ  на 
вторую,  вторая  на  третію  ,  и  такъ  далѣе.  Такимъ  образомъ  цилиндриче- 
ская поверхность  можетъ  быть  представлена,  относительно  къ  ея  протя- 
Ліенію,  рядомъ  налодіенныхъ  одна  на  другую  плоскихъ  поверхностей,  соеди- 
няющихся послѣдовательнымъ  образомъ,  попарно,  соотвѣтсгпвуюіцею  общею 
производящею,  на  которой  оныя  согнуты  •,  нижняя  пзъ  сихъ  плоскостей 
совмѣщается  съ  плоскостііо ,  на  которой  сей  рядъ  поставленъ ;  по  сему, 
взявъ  верхнюю  плоскость,  удобно  можно  будетъ  развернуть  рядъ  сихъ  пло- 
скостей и  наложить  на  плоскость  нияіней,  такъ,  что  всѣ  точки  сего  ряда 
совпадутъ  съ  точками  нижней  плоскости.  По  предположение ,  что  кривая, 
ограничивающая  съ  третьей  стороны  соотвѣтствующнми  спрямленіямп  ея 
дугъ  ,  перпендикулярна  къ  производящпмъ ,  ограничивающпмъ  съ  дпухъ  сто- 
ронъ сіи  плоскости,  усмотримъ,  что  кривая  сія  развернется  на  плоскости  въ 
прямой  линіи,  перпендикулярной  къ  производящпмъ  цилиндрической  поверхпости. 

2)  Нанссепіе  ^^(інпой  кривой  на  разверзаш'е  цилиіщрщеской  поверхности. 
Положимъ,  что  данная  кривая  будетъ  (^)^  оная  не  перпендикулярна  къ  про- 
изводящпмъ цилиндрической  поверхности,  иначе,  какъ  мы  предь  симъ  сказали, 
развернулась  бы  на  плоскости  въ  прямой  линіи,  перпендикулярной  къ  произ- 
водятцимъ  цилиндрической  поверхности.  Для  построенія  преобразованія  та- 
ковой кривой,  приипмають  втэ  разеуждепіе  кривую  (^)  построенную  въ  раз- 
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ксрзапін  я'ь  прямой  лтип  ;  раздѣ.іяютъ  сію  крипую  (^)  на  дуги,  ішѣя  г.ъ  тіду 
іірп  семъ  раздѣлепііі,  чтобы  каждая  пзъ  спхъ  дугъ  могла  быть  лзяіиа  безъ 
чувствительной  погрѣшностп  за  свою  хорду  •,  чрсзъ  сііі  точки  дѣлепія  про- 
лодятъ  проіізіюдящія  цилиндрической  поверхности  •,  строятъ  точки  пресѣ- 
ченія  спхъ  производящпхъ  съ  данною  кривою  (9).  Таковымъ  образомъ  опре- 
дѣлятся  длины  пропзводящихъ  между  соотвѣтстг.ующпмп  точками  крпвыхъ 
(^)  п  (^')•,  сіи  длины  наносятъ  на  соотвѣтствующія  онымъ  производящія 
щплиндрической  поверхности  въ  разверзаніи,  отъ  прямой ,  которая  слулштъ 
преобразованіемъ  кривой  (^):  концы  спхъ  дланъ  будутъ  точками,  принадле- 
жащими преобразованію  предложенной  кривой  (^  ),  ибо  способъ,  употребляе, 
мый  для  сего  построенія,  не  премѣняетъ  взапмнаго  относительнаго  въ  про- 
странствѣ  положенія  точекъ  кривой  (^). 

З)  Лостпроеиіе  касательпой  кь  преобразовагию  7:ріівоа  въ  данной  на  опожб 
тохпть.  Положпмъ,  что  дана  произвольная  точка  {с[)  на  преобразованін  кри- 
вой (9).  Проводятъ  чрезъ  данную  точку  {^)  прямую  перпендикулярную  къ 
прямой  преобразованія  кривой  (^):  сія  прямая  будетъ  въ  разверзаніц  произ- 
водящею, соотвѣтствуюш,ею  сей  піочкѣ  •,  строятъ  сію  производящую  въ  на- 
стоящемъ  полоя;еніи  цилиндрической  поверхности ,  которая  производящая  п 
пресѣчетъ  данную  кривую   (^ )  въ  точкѣ  соотвѣтствующей  въ  про- 

странствѣ  данной  точкѣ  («7)  на  преобразованін.  Чрезъ  сію  ніочку  [іі)  про- 
водятъ касательную  {р)  къ  кривой  (Р)  въ  пространсшвѣ,  и  въ  точкѣ  ііі) 
на  кривой  ((^),  соотвѣтствующей  съ  точкою  (/г)  на  кривой  (^'')  той  л;е 
производящей  цилиндра  ,  строятъ  касательную  {р)  къ  сей  кривой  (9).  Сіи 
двѣ  касательныя  (/?)  п  {р)  будучи  проведены  къ  кривымъ  (^')  п  (^)  начер- 
ченнымъ  на  п,илпндрѣ,  и  при  піомъ  въ  точкахъ  {п)  п  (//)  соотвѣтствующпхъ 
той  ліе  производящей  {пп)  цилиндра,  будутъ  находиться  въ  той  же  плос- 
кости, касательной  въ  сей  производящей  къ  цилиндру,  а  по  сему  пресѣкутся 
къ  некоторой  точкѣ  (У).  Треугольннкъ  {ііп'/)  будетъ  при  точкѣ  (/г),  при- 
надлелѵащей  кривой  ^,  прямоугольнымъ,  пбо  сторона  онаго  («'/)  находится  въ 
плоскости  кривой  ^,  будучи  къ  оной  касашельна ,  перпендикулярной  къ  про- 
изводящей [пп )  цилиндра  изъ  чего  и  слѣдуетъ,  что  въ  разверзаніи  цилин- 
дрической поверхностп  касательная  [пУ)  къ  кривой  ((^)  совмѣстптся  съ  пря- 
мою нреобразованія  сей  кривой.  И  такъ,  по  прямой  преобразованія  кривой 
(^),  отъ  точки,  гдѣ  производящая  въ  разверзаніи,  соотвѣтствующая  данной 
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точкѣ  (/])  на  преобразованііі  кривой  (^'),  всіпрѣчаетъ  сію  прямую  преобра- 
зования, от.іожпмъ  настоящую  величину  стороны  (//У)  треугольника  [пп()', 
конецъ  сей" длины  (/■)  соедиппиъ  съ  данною  точкою  {ф  прямою?  сія  прямая 
{|•^)  будетъ  искомою  касательною,  ибо  треугольнпкъ  построенный  въ  раз- 
Берзаніи  совершенно  равенъ  находящемуся  [пп'/)  въ  просгаранствѣ  *). 

117,  Развернуть  какую  нп  есть  коническую  поверхность  нанести  на 
сіе  разверзаніе  кривую  данную  на  сей  поверхности,  и  построить  касатель- 
ную къ  преобразованію  сей  кривой,  въ  данной  на  ономъ  точкѣ. 

1)  Разверзапіе  котаеской  по  верхи  ос /пи.  Пресѣкаютъ  предложенную  ко- 
ническую поверхность  таромъ,  коего  бы  центръ  находился  въ  вершіінѣ  ко- 
нуса, а  радіусъ  былъ  бы  произвол енъ',  строятъ  двояко  -  кривую  пресѣчепія 
((^)).  Такъ  какъ  всѣ  точки  двояко-кривой  линіи  (())  находятся  въ  томъ  же 
разстояпіп  ошъ  вершины  конуса ,  то  представивъ  себѣ ,  что  данная  кони- 
ческая поверхность  составлена  изъ  плоскостей ,  ограниченныхъ  съ  двухъ 
сторонъ  производящими  копусъ,  а  съ  третьей  соотвѣтствующею  углу 
снхъ  произіюдяш,ихъ  дугою  двояко  -  кривой  (^)  ,  приведенною  въ  дугу  круга, 
описаннаго  изъ  вершины  конуса,  на  кал;дой  изъ  сихъ  плоскостей  ,  общимъ 
разстояніемъ  до  оной  вершины  есѢхъ  точекъ  кривой  (^),  предпололшмъ,  что 
сіи  плоскости  сгибаются  на  прилежащихъ  пхъ  производящнхъ  ,  такъ  ,  что 
взятая  за  первую  плоскость  падаетъ  на  вторую,  вторая  на  шретію,  и  га.  д. 
Такіімъ  образомъ  коническая  поверхность,  относительно  къ  ея  протяженію, 
можетъ  быть  представлена  рядомъ  наложенныхъ  одна  на  другую  ЛсЮСкихъ 
поверхностей,  соединяющихся  послѣдовательньшъ  образомъ,  попарно,  соот- 
ветствующею пмъ  общею  производящею,  на  которой  оныя  согнуты  ниж.- 
няя  изъ  сихъ  плоскостей  совмѣщается  съ  плоскостію,  на  которой  сей  рядъ 
поставлепъ.  Почему  ,  взявъ  верхнюю  плоскость,  удобно  моліно  развернуть 
рядъ  сихъ  плоскостей  и  наложить  на  плоскость  нияшей,  такъ,  что  всѣ 
точки  сего  ряда  плоскостей  совпадушъ  съ  точками  нижней  плоскости.  По 
предположенію,  что  всѣ  точкп  кривой,  ограничивающей  съ  третьей  стороны 
ея  дугами  плоскія  поверхности,  изъ  коихъ  предположена  составленною  пред- 
ложенная коническая  поверхность,  равно  отстоятъ  ошъ  вершины  конуса. 


Въ  семь  изложеиііі^  равно  какъ  и  въ  прсдъидущемъ,  буквы  поставлены  для  порядка  и  большеи 
ясности  ;  чертелаі  въ  просгараиствЬ  оставляете;!  вообразить  читаше.іямъ. 
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сія  кропая  (^)  развернется  на  плоскости  въ  дугѣ  круга ,  описаинаго  и?.ъ  прц- 
нятоіі  точки  за  вершину  конуса  въ  разперзанін,  радіусомъ  рапнымь  оош,ему 
разстоянііо  точекъ  сей  крнпоіі  до  вершпні.г,  то  есть  радіусоіѵіъ  предіюло- 
жеинаго  }іами  вспомогательпаго  шара  *). 

2)  Палссепіе  на  разверзапгс  коітгсскоІі  уюссрхкоспш ,  ^щпікт  сл  кривой. 
Пололіпмъ,  что  данная  кривая  будетъ  (^  ):  всѣ  точки  сей  кривой  не  нахо- 
дятся въ  томъ  ;ке  разстояніп  ошъ  вершины  конуса,  иначе  бы  оная  развер- 
нулась на  плоскости,  какъ  мы  впдѣли,  въ  дугѣ  круга,  описаинаго  изъ  вер- 
шины конуса  вь  разверзаніп,  общниъ  разстояпіемъ  до  оной  всѣхъ  точекъ 
сей  кривой. 

Для  ностроенія  преобразования  таковой  кривой  (^)  прпннмаютъ  въ 
разсуждеиіе  двояко-кривую  (^)  построенную  въ  разперзаиіи  ѵ.ъ  круговой 
дугѣ  *,  раздѣляютъ  сію  кривую  (^)  на  дуги,  пмѣя  въ  виду  при  семъ  раздѣле- 
леніи,  чтобы  каждая  изъ  сихъ  дугъ  могла  быть  взята,  безъ  чувствительной 
погрѣшностп,  за  дугу  круга  разкерзанія  оной  •,  чрезъ  сіи  точки  дѣленія  про- 
водятъ  производяіі](ія  коническую  поверхность  •■,  строятъ  точки  пресѣчеиія 
сихъ  производящпхъ  съ  данною  кривою  (^ ).  Таковымъ  образомъ  опредѣ- 
лятся  длины  сихъ  пропзводящихъ,  заключающіяся  между  вершиною  конуса 
и  точками  крппой  (^'),  имъ  соотвѣтствующпмп  *,  сіи  длины  наносятъ  на  со- 
отвѣтствующія  пмъ  производящія  въ  разверзапіи,  отъ  точки  принятой  въ 
разверзаніи  за  вершину  конуса  •,  концы  сихъ  нанесениыхъ  длинъ  будутъ 
точками,  принадлежаш,имп  преобразоваиію  данной  кривой  (^  ),  ибо  способъ, 
употребляемый  для  сего  построеиія,  ни  мало  не  перемѣняешъ  взапмнаго,  ош- 
носигаельнаго  въ  просшранствѣ,  положеиія  точекъ  данной  кривой  (^'). 

3)  Поапроеніе  касательной  кь  преооразовапііо  еь  ^аиноГі  на  оно.пъ  пі(>гкп>. 
Пололхпмъ,  что  дана  точка  {/])  на  преобразованіи  кривой  (9').  Чрезъ  сію 
точку  {гі)  п  вершину  конуса,  въ  разверзаииі,  проводятъ  прямую,  которая 
п  будетъ  производящая  конуса  въ  разверзаніи,  соогавѣтсшвующая  данной 
точкѣ  {гі).    ІІанесемъ  сію  пропзводягцую  на  копусъ  въ  пространствЬ ,   и  по- 

*)  Замѣтимъ^  что  дхя  нгнссеиія  на  сгіо  круговую  дугу,  Д.>тъ  двояко  -  кривой  (О'),  до.іжно  ііиіпіь 
сію  кривую  (^)  вь  ея  разверзаніи  ;  почему  и  строягаъ  оное  особо,  принявъ  въ  разсужденіе,  что 
сія  К2швая  находится  на  ея  горизонтально- проэ:;тирующемъ  ци.іиндрѣ,  и  чшо  кривая,  состав- 
ляющая горизонтальную  проэкцію  кривой  (^),  находится  въ  плоскости,  перпендикулярной  кь 
производящимъ  сего  і^і.шндра  (ия). 


I 
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сгпроимъ  точку  {^)  въ  семъ  пренесеніп  *,  назовемъ  {и)  пренесеніе  точки  {^). 
Чрезъ  сію  точку  (а)  проведемъ  касательную  {р)  къ  кривой  (9  )  въ  простраи- 
ствѣ,  п  въ  точкѣ  {и')  на  кривой  (^),  соотвѣтствующсй  съ  точкою  {п)  на 
кривой  (^')  той  л^е  производящей,  построимъ  касательную  (/^')  къ  сей  кри- 
вой (9);  сіи  двѣ  касательныя  {р)  п  (//),  будучи  проведены  къ  крпвымъ  (^')  п 
(^)  начерченнымъ  на  конической  поверхности,  и  при  томъ  въ  точкахъ  {и) 
п  (/г),  соотвѣтствуюіцпхъ  той  же  производящей  {пп)  конуса,  будутъ  нахо- 
диться въ  той  же  плоскости,  касательной  въ  сей  производящей  къ  конусу, 
а  по  сему  пресѣкутся  въ  нѣкоторой  точкѣ  (/),  Треугольникъ  {ппУ  )  будетъ 
при  точкѣ  (//)  принадлежащей  кривой  (^)  прямоугольнымъ,  ибо  сторона  его 
(///)  есть  касательная  къ  кривой  (^)  начерченной  на  шарѣ  ,  а  по  сему  при- 
надлелштъ  касательной  плоскости,  проведенной  къ  шару  въ  точкѣ  (//'),  къ 
которой  сторона  {пп),  будучи  направленіемъ  радіуса  сего  шара,  проходя- 
щаго  чрезъ  точку  касанія  (//),  перпендикулярна*,  слѣдовательно сторона  («//) 
перпендикулярна  и  къ  прямой  (///).  Изъ  сего  заключимъ,  что  въ  разверзаніп 
конической  поверхности  касательная  (/г'/)  къ  кривой  (^)  въ  точкѣ  (//'),  совмѣ- 
стптся  съ  касательного  къ  преобразованію  кривой  (()),  то  есть  къ  дугѣ 
круга,  проведенною  во  взятой  на  ономъ  точкѣ,  соотвѣтствующей  точкѣ  {п'), 
И  гаакъ  чрезъ  точку  (/г  ) ,  въ  разверзанііі,  проводимъ  касательную  къ  дугѣ 
круга  •,  па  сей  касатеіьной  отлагаемъ  сторону  (//'/),  п  конецъ  сей  длины  сое- 
диняемъ  съ  данною  точкою  [д)  на  преобразованіп  кривой  сія  прямая, 

соединяющая  построенную  точку  п  данную,  будетъ  искомая  касательная 
къ  преобразованію  сей  кривой  (О),  пбо  треугольникъ,  составленный  въ  раз- 
верзаніп,  совершенно  равенъ  находящемуся  (///?/)  въ  пространствѣ. 

118.  Дана  кривая,  определяемая  пресѣченіемъ  двухъ  данныхъ  поверхно- 
стей*, построить  въ  данной  точкѣ  на  сей  кривой  касательную  къ  оной. 

Предположимъ,  что  въ  данной  точкѣ  проведена  касательная  къ  сей  кри- 
вой. Данная  кривая  находится  на  первой  поверхности,  а  по  сему  искомая 
касательная  въ  данной  ея  точкѣ  ,  будетъ  касательного  въ  сей  точкѣ  къ  сей 
первой  поверхности,  п  следовательно  будетъ  прпиадлеліать  касательной 
плоскости  въ  данной  точкѣ  къ  сей  первой  поверхности. 

Основываясь  на  подобномъ  сему  разсуя;деніи,  усмотримъ,  что  искомая 
касательная  будетъ  находиться  также  и  въ  касательной  плоскости  въ  дан- 
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ной  гаочкѣ  къ  другой  поверхности  следственно  оная  касательная  Пудетъ 
прямою  пресѣчеаія  спхъ  двухъ  касательныхъ  плоскостей. 

И  шакъ  чрезъ  данную  точку  проводлтъ  плоскости ,  касательныя  къ 
двумъ  дапнымъ  поперхностямъ  ;  строятт.  пряаіую  пресѣченія  спхъ  двухъ 
плоскостей,  которая  и  будетъ  искомою  касательною  къ  данной  кривой 

119.  Дана  кривая,  опредѣляемая  пресѣченіеіѵіъ  двухъ  данныхъ  поверхно- 
стен ;  построить  пзъ  данной  точки  внѣ  сей  кривой  касательную  къ  оной. 

Предпололишъ,  что  искомая  касательная  проведена.  Данная  кривая  на- 
ходится на  первой  поверхности,  а  по  сему  касательная  къ  оной  пзъ  данной 
пточкп  будетъ  касательною  пзъ  данной  гаочки  къ  первой  поверхпостн, 
слѣдовательпо  будетъ  находиться  на  конусѣ,  обертывающемъ  нзъ  данной 
гаочки  сію  первую  поверхность ,  а  по  сему  точка  ея  касанія  къ  кривой  бу- 
детъ находиться  на  кривой  касанія  къ  сей  первой  поверхности  сего  конуса. 

Основываясь  на  подобномъ  сему  разсуліденіп,  усмотрнмъ  ,  что  точка 
касанія  искомой  касательной  къ  данной  кригой,  будетъ  гаакяіе  находтпься 
п  на  кривой  касанія  конуса,  обертывающаго  пзъ  данной  гаочки  другую  дан- 
ную поверхносгаь ;  слѣдовагаельно  гаочка  касанія  будетъ  общею  точкою 
какъ  симъ  двуіѵіъ  крпвымъ  касаиія,  такъ  и  данной  кривой. 

И  такъ  строягаъ  конусы,  обергаывающіе  изъ  данной  гаочки  двѣ  данныя 
поверхности  находягаъ  общую  гаочку  двумъ  нхъ  крнвымъ  касанія  п  данной 
кривой ;  прямая,  соединяющая  сію  общую  гаочку  съ  данною  точкою,  будегаъ 
искомою  касательною. 

Здѣсь  могугаъ  столько  касательныхъ  удовлегаворигаь  вопросу ,  сколько 
гари  означенныя  кривыя  будугаъ  нмѣгаь  общихъ  гаочекъ. 

120.  Дана  кривая,  определяемая  пресѣченіемъ  двухъ  данныхъ  поверхно- 
стей ;  построить  къ  сей  кривой  касательную,  параллельно  данной  прямой. 

ІІредположпмъ,  что  искомая  касательная  сущесгавуегаъ .  Искомая  каса- 
тельная къ  данной  кривой  будетъ  касаться  н  къ  первой  поверхности  ,  ибо 
сія  поверхность  содержигаъ  сію  кривую  при  гаомъ  оная  касагаельная  парал- 
лельна данной  прямой,  сдТ.довагаельно  будетъ  находиться  на  поверхности 


■}  Есть.іи  одна  изъ  поверхностей^  опредѣляющихъ  кривую^  будетъ  москосгаь^  тогда,  дтя  поотроонія 
касательной^  должно  построишь  пресѣчсше  сей  плоскости  съ  касательною  плоекостио  къ  другой 
поверхности. 
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цп.шндра,  обертывающаго  параллельно  данной  прямой  первую  данную  по- 
верхность. 

Подобное  разсужденіе  удостовѣрптъ  насъ,  что  сія  касательная  будетъ 
так;і;е  находиться  на  цплпндрѣ,  обертывающемъ  параллельно  данной  прямой 
другую  данную  погерхность  5  следовательно  оная  прямая  будетъ  общею 
п|)Опзводящею  снмъ  двумъ  цнлпндрамъ  5  но  при  томъ  она  должна  пмѣніь  об- 
щую точку  съ  данною  кривою,  слѣдовательно  будетъ  прямою,  проведенною 
параллельно  данноіі,  пзъ  точки  общей  крпвымъ  :  данной  кривой  н  двумъ  кри> 
вымъ  касапія  обертывающихъ  цплпндровъ. 

II  такъ  параллельно  данной  прямой  проводятъ  цплпндры  ,  обертываю- 
щіе  двѣ  данныя  поверхности  •,  строятъ  крпвыя  касанія  спхъ  обертываю- 
щихъ і][плиндровъ ,  п  точку  общую  спмъ  крпвымъ  п  данной  кривой;  прямая, 
протянутая  чрезъ  сію  общую  точку  параллельно  данной ,  будетъ  искомою 
касательною. 

Мы  получпмъ  столько  касательныхъ,  удовлетворяющпхъ  вопросу,  сколько 
будетъ  существовать  точекіі  общихъ  данной  кривой  п  двумъ  вспомогатель- 
нымъ  кривымъ. 


О  пресѣіепіяхп  кривы.Ѵо  поверхностей  съ  прялою  линіею 

и  Со  плоспосшію. 

121.  Прпложсте  ХХХУ11.  Постропмъ  точку  пресѣченія  цилиндра, 
коего  основаніе  п  производящая  даны,  съ  данною  прямою. 

Для  сего  чрезъ  данную  прямую,  параллельно  производящей  даннаго  ци- 
линдра, проводятъ  плоскость. 

Строятъ  пресѣчепіе  сей  плоскости  съ  даннымъ  цилпндромъ  •,  сіе  пресѣ- 
чепіе  будешъ  производящая  цилиндра,  проходящая  чрезъ  точку  пресѣченія 
горизонтальнаго  слѣда  сей  плоскости  съ  основаніемъ  цилиндра,  ибо  сія  пло- 
скость проведена  параллельно  производящимъ  цплпндръ. 

Данная  прямая  находится  съ  сею  производящею  пресѣченія  въ  той  ліѳ 
плоскости,  то  есть  ьъ  вспомогательной  плоскости  *,  строятъ  точку  встрѣчн 
сихъ  прямыхъ,  которая  и  будетъ  искомою  точкою  пресѣченія  ,  ибо  нахо- 
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диіпся  пъ  то  же  время  какъ  на  данной  прямой,  іпакъ  п  па  поперхностп  дан- 
наго  ціілппдра. 

Прижіьгаліе.  Мы  получпмъ  столько  точекъ  пресѣчепія  данной  прямой 
съ  цплнпдромъ,  сколько  будетъ  супцествопать  пропзкодящпхъ  пресѣчепія 
вспомогательной  плоскости  съ  снмъ  цплпндромъ,  то  есть  сколько  будетъ 
точекъ  общпхъ  горизонтальному  слѣду  сей  плоскости  и  осноканію  цилиндра. 

122.  Приложеніе  ХХХУ ПІ,  Построить  кривую  пресѣчепія  цилиндра, 
коего  основаніе  (КА8, /-^)  и  производящая  (АВ,  А  В)  даны,  съ  данною  плоско- 
стію  (М^,  ]\М')  (фиг.  24). 

Для  сего  чрезъ  произвольно  взятую  точку  (А,  А )  на  основаніи  (ИА8,  т^) 
даннаго  цилиндра  проводятъ  производящую  (АВ,  А  В )  онаго  ;  строятъ  точку 
пресѣченія  сей  производящей  съ  данною  плоскостію  *,  сія  точка  (о,  о  )  будетъ 
прпнадлеліать  искомой  кривой  пресѣченія,  ибо  будетъ  общею  какъ  данному 
цилиндру,  такъ  и  данной  плоскости.  ? 

Повторяготъ  сіе  строеніе  нѣсколько  разъ,  и  получатъ  достаточное 
число  точекъ  для  очерченія  искомой  кривой  пресѣченія  {от?г,опі'п'). 

123.  Положимъ,  что  требуется  построить  разверзаніе  цилиндрической 
поверхности  п  на  ономъ  преобразованіе  кривой  (от^,  оѴтгѴг  ).  (Общ.  рѣш.116). 

Для  сего  пресѣчемъ  данный  цилиндръ  (ИА8,  Г8%  АВ,  А  В  )  плоскостііо(ЕС,  СЕ  ), 
перпендикулярною  къ  его  производящимъ ;  построимъ  кривую  пресѣченія 
{ср^,  ср'д')  сей  плоскости  съ  цилиндромъ. 

Развернемъ  кривую  {срд,  срсі),  къ  плоскости  коей  перпендикуллрны 
производящія  даннаго  цилиндра ;  оная  кривая  развернется  на  плоскости  въ 
прямой  линіи :  пусть  сія  прямая  будетъ  ХУ.  Чтобъ  имѣть  дуги  сей  кривой 
въ  настоящей  ихъ  велпчинѣ,  совмѣстимъ  оную  съ  плоскостію  горизонталь- 
ною, около  горизонтальпаго  слѣда  содержащей  оную  плоскости  (ЕС,  СЕ  )*, 
сія  кривая  въ  совмѣщеніи  будетъ  Р^С. 

Раздѣлпмъ  кривую  Р^С  на  дуги  СР,  Р^,  и  пт.  д.  точки  дѣленія  С,  Р, 
и  т.  д.  приведемъ  въ  настоящее  положеніе  •-,  оныя  будутъ  находиться  на 
кривой  {р^с,р'^'с)  въ  точкахъ  {с^с)(р,р),  и  т.  д.  Чрезъ  сіи  точки  дѣленія 
{с,  с),  (р,  р)  и  т.  д.  проводятъ  производящія  {сп,  с  а),  {рр" ,  р  р  )  и  т.  д. 
даннаго  цилиндра*,  строятъ  точки  пресѣчешя  {п,п),  [р  ,р),  и  т.  д.  сихъ 
производящихъ  съ  дайною  къ  разверзанію  кривою  (топ,  топ).  Опредѣля- 
ютъ  настолщія  длины  сЬ',  рТ  и  т.  д.  разстояній  [сп,сп'),  (рр",р'р"')  и  т.  д. 
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между  точками  двухъ  криівыхъ  {пгоп^  т'о'п)  и  {ср^,  срсі  \  соотвѣгасгапуіощіімй 
тішъ  же  производящпмъ  цилпндра. 

Изъ  точки  У,  взятой  произвольно  на  прямой  разверзанія  ХУ  кривой 
{р^Г'іРЯ'^\  возставляютъ  перпендикуляръ  къ  сей  прямой?  оный  будетъ 
въ  разверзаніп,  на  примѣръ,  производящею  {сп,  сп);  отлагаютъ  по  оному 
отъ  точки  У  длину  У^,  равную  сіі,  части  производящей  {сп,сп);  точка 
опредѣленная  симъ  отложеніемъ,  будетъ  принадлежать  искомому  преобра- 
зованію  данной  кривой  {опт,  о'тп). 

Отъ  точки  У  прямой  преобразованія  кривой  {рс^,рс^')  отлагаютъ 
часть  У  У'  по  сей  прямой,  равную  спрямленію  дуги  СР  оной  кривой;  изъ 
конца  У  возставляютъ  перпендикуляръ  къ  прямой  ХУ,  означающій  въ  раз- 
верзаніи  производящую  {рр" , р'р").     Отъ  точки  У'  отлагаютъ,  по  сему 

/,  равную/?!,  части  производящей  (уоуо  ,рр  )•,  точка 
у\  опредѣленная  симъ  отложеніемъ,  будетъ  еще  точкою  для  пскомаго  пре- 
образованія  данной  кривой  (опт  ,  о  т' /г'). 

Излоліенное  строеніе  повторяютъ  до  тѣхъ  поръ,  пока  не  достигнуть 
опять  до  точки  С,  съ  которой  начали  дѣйствіе ,  то  есть  пока  на  прямую 
ХУ  не  спрямятъ  всей  кривой  СР^  ,  а  по  сему  до  того ,  пока  не  получатъ 
всей  кривой  преобразованія  уу'у"  .  .  . 

Замѣтіімъ,  что  крайнія  ординаты  У;',  У^  кривой  преобразованія  равны 
между  собою,  ибо  оныя,  въ  настоящемъ  положеніи  і]|илиндра,  составляютъ 
одну  и  туліе  производящую  (с/г,  сп),  и  опредѣляютъ  на  данной  кривой  {ртп, 
о  т  іг )  ту  же  точку  {п ,  л!). 

124.  Положимъ,  что  требуется  провести  касательную  къ  преобразо- 
ванию ууу  "  •  •  •  у  данной  кривой  {отп,  о'т  п)  чрезъ  данную  на  ономъ  точку 
у  "  (Общее  рѣш.  116). 

Для  сего  чрезъ  данную  точку  /"  п|>оводатъ  прямую  у"Х'  перпендику- 
лярную къ  ХУ,  къ  прямой  преобразованія  кривой  (срс/,  с'р'(/'),  которой  пло- 
скость перпендикулярна  къ  производящпмъ  і^илиндрической  поверхности.  На- 
ходятъ  производящую,  которая  соотвѣтствуетъ  прямой  г'  V  '  въ  разверза- 
ніи ;  для  сего  берутъ  на  кривой  СР^,  совмѣщеніи  данной  кривой  (от/г,  от  л), 
дугу  СП,  которая  бы,  будучи  спрямлена,  равнялась  абсциссѣ  У  V '  данной 
точки  г  па  преобразованіи  У  у  у"  .  .  .  .  у-,  конецъ  И  сей  дуги  приводятъ  въ 
настоящее  полояіеніе  иа  кривую  і('р^■,  ср  ^')^   получатъ  точку  {Ь,К),  чрез* 
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которую  проведенная  производящая  п  будептъ  искомого  :  оная  производящая 
будетъ  {Ыі  \  Іііі").  Спіроятъ  точку  пресѣченія  (/г  ,  к'")  сей  производящей  съ 
кривою  (отп ,  о'пі'п')'у  сія  точка  будетъ  соотвѣтспіяовапіь  па  сей  крпвоіі 
точкѣ       данной  на  ея  преобразованіи. 

Чрезъ  сію  точку  (Л  ',  Л  ")  проводятъ  касательную  къ  кривой  {тип,  о'пг'п  ) 
(Общее  рѣш.  118).  Сія  касательная  (Л"/?? ,  Л "///)  опредѣлппіся  пресѣченіемъ 
плоскости  (Мі\,ММ)  кривой  (опт,  от' п)  съ  плоскостію  касательного  въ 
точкѣ  (Л  ',  Л ")  къ  цилиндру. 

Чрезъ  точку  {к, /і)  на  кривой  (рсд,  р'сг/),  соотвѣтствующую  съ  точ- 
кою (Л ",  Л")  той  же  производящей ,  проводятъ  касательную  къ  сей  кривой 
(Общ.  рѣш.  118)*,  сія  касательная  (/г\Ѵ, /і'\Ѵ')  опредѣлптся  пресѣченіемъ  плос- 
кости (ЕС,  СЕ  )  сей  кривой  (рс^,р'с^)  съ  плоскостію  касательного  въ  точкѣ 
(Д,  Л)  къ  цилиндру. 

Двѣ  построенньтя  касательныя  (Л " /?? ,  Л "/;/)  и  (Д\\^,Л'\Ѵ')  принадлежать 
той  же  плоскости,  касательной  въ  производящей  (кІі',Іік"')  къ  цилиндру,  по- 
чему и  пресѣкутся  въ  нѣкоторой  точкѣ  (Ь,  Ь')*,  треугольнпкъ  (І7г/г Ь  Л'Д  ") 
будетъ,  при  точкѣ  (Л,  Л  )  на  кривой  (ср^,  с'р'д'),  прямоугольны мъ. 

Строятъ  настоящую  длину  Ы  стороны  (ДЬ,  Д  Е  )  сего  треугольника 
(ЕЛ/і ',  Ь7і7г"')*,  сію  длину  отлагаютъ  на  плоскости  разверзанія  по  прямой 
ХУ  преобразованія  кривой  {ср^,  ср'с()  отъ  точки  V",  соотвѣтствугощей 
точкѣ  (Л,  К)  *,  конецъ  2  сей  длины  соединяютъ  съ  данною  точкою  у\  на 
преобразованіи,  прямою  /^г'?  которая  и  будетъ  искомою  касательного. 

Касательная  въ  точкѣ  (Л,  К)  къ  кривой  {ср^,  ср^')  будетъ  въ  совмѣще- 
ніи  съ  горизонтального  плоскостію  прямою  ЛѴН. 

125.  Приложеніе  XXXIX.  Построить  точку  пресѣченія  конуса,  коего 
оспованіе  и  вершина  даны,  съ  данною  прямою. 

Для  сего  чрезъ  данную  прямую  и  вершину  даннаго  конуса  проводятъ 
плоскость. 

Строятъ  пресѣченіе  проведенной  плоскости  съ  даннымъ  конусомъ ;  сіе 
пресѣченіе  будетъ  производящая  конусъ,  проходящая  чрезъ  точку  встрѣчи 
горпзонтальнаго  слѣда  сей  вспомогательной  плоскости  съ  основаніемъ  конуса, 
ибо  сѣкущая  плоскость  проведена  чрезъ  вершину. 

Данная  прямая  находится  съ  сего  производящею  пресѣченія  въ  той  же 
плоскости,   то  есть  въ  вспомогательной  плоскости,  почему  и  встрѣтптъ 
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сію  производящую ;  строятъ  сііо  шочку  всшрѣчп,  которая  п  будетъ  иско- 
мою точкою  пресѣченія  ,  ибо  находится  въ  тоже  время  на  данной  прямой 
и  на  данномъ  конусѣ. 

Прижтъганіе.  Мы  получимъ  столько  точекъ  пресѣченія  данной  прямой 
съ  конусомъ,  сколько  будетъ  существовать  пропзводящихъ  пресѣченія  вспо- 
могательной плоскости  съ  сею  поверхностію ,  то  есть  сколько  будетъ  то- 
чекъ общихъ  горизонтальному  слѣду  сей  плоскости  и  основанію  конуса. 

126.  Приложеше  ХЬ.  Построить  кривую  пресѣченія  конуса,  коего 
основаніе  п  вершина  даны,  съ  данною  плоскостію. 

Для  сего  чрезъ  произвольно  взятую  чщочку  на  основаніп  даннаго  конуса, 
проводятъ  производящую  оный*,  строятъ  точку  пресѣченіл  сей  производя- 
щей съ  данною  плоскостію',  сія  точка  будетъ  принадлежать  искомой  кри- 
вой пресѣченія',  ибо  будетъ  общею  поверхности  даннаго  конуса  ц  данной 
плоскости. 

Повторяютъ  сіе  строеніе  несколько  разъ,  чтобъ  получить  достаточное 
число  точекъ  для  очерченія  искомой  кривой  пресѣченія. 

127.  Приложете  ХЫ.  Построить  кривую  пресѣченія  поверхности 
вращенія,  коей  ось  п  плоская  производящая  даны,  съ  данною  плоскостію. 

Для  сего  чрезъ  произвольно  взятую  точку  на  плоской  производящей  дан- 
ной поверхности  вращені я,  проводятъ  плоскость  перпендикулярную  къ  ея  оси. 

Строятъ  кругъ  пресѣченія  сей  вспомогательной  плоскости  съ  данною 
поверхностію  вращенія  и  прямую  пресѣченія  той  же  плоскости  съ  данною 
плоскостію. 

Построенныя  линіи  пресѣченія:  кругъ  и  прямая,  находятся  въ  той  же 
плоскости ,  то  есть  въ  плоскости  вспомогательной ,  перпендикуля2эной  къ 
оси   данной  поверхности,  почему  и   пресѣкутся         строятъ  точки  пхъ 


Говоря^  чшо  сіи  лииіи  пресѣкутся^  »іы  разуиѣемъ,  что  вспомогательная  плоскость,  въ  которой 
оныя  находятся,  соотвѣтсгавуетъ  обіцимъ  точкамъ  двухъ  данныхъ  поверхностей.  Явно  ,  что 
существуетъ  множество  плоскостей,  проведснныхъ  чрезъ  точки  на  плоской  производящеіі  перпен- 
дикулярно къ  оси ,  по  взаимному  подоженію  поверхностен  не  пресіікающігхъ  искомой  кривой 
прссііченія,  и  въ  которыхъ  по  сему  ліінін  ихъ  пресѣчені.с  сь  двумя  данными  поверхностями  не 
вгтрѣпілтся.  Объ  особснныхъ  точкахъ  кривыхъ  прссѣченія  можно  читать  въ  общихъ  примѣ- 
чаніяхъ  и  прибавленіяхъ  въ  спіапіьѣ  о  лресгьгсніи  ?ср!^б1>га-г,  поверхностей  сь  п.іоскостпііо;  сіи 
особенныя  точки  опредѣляюіпъ,  по  пііиблилісиііо,  пределы  д.ы  проведения  вспомогатедьныхь 
плоскостей. 
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пресѣченія,  которыя  п  будушъ  пртпіадлежать  пскомоіі  крііпои  прссѣченія, 
пбо  находятся  въ  гаоже  время  какъ  на  даиіюй  поверхности  враіценія,  такъ 
п  на  данной  плоскости. 

Повторпвъ  сіе  строеніе  нѣсколько  разъ ,  получимъ  достаточное  число 
точекъ  для  очерченія  искомой  кривой  пресѣченія. 

128.  Прнложеніе  ХЫ1.  Построить  точку  пресѣченія  поверхности 
вращенГя,  коей  плоская  производящая  и  ось  даны,  съ  данною  прямою. 

Для  сего  чрезъ  данную  прямую  проводятъ  ея  горизонтально  -  проэктп- 
рующую  плоскость;  строятъ  кривую  пресѣченія  сей  плоскости  съ  данною 
поверхностію  враіценія  (Прилож.  ХЫ). 

Данная  прямая,  находясь  съ  сею  кривою  въ  той  же  плоскости,  то  есть 
въ  своей  горпзонтально-проэктирующей  плоскости ,  пресѣчеть  сію  кривую*, 
строятъ  сію  точку  пресѣченія,  которая  будетъ  искомою  точкою  пресѣченія 
данной  прямой  съ  данною  поверхностно  вращепія ,  ибо  оная  точка  есть 
точка  пресѣченія  сей  прямой  съ  кривою  начерченною  на  поверхности. 

Примгьганіе.  Мы  получпмъ  столько  точекъ,  удовлетворяюш;ихъ  вопросу, 
сколько  будетъ  суп;естговать  точекъ  встрѣчи  данной  прямой  съ  кривою 
пресѣченія  вспомогательной  плоскости  съ  данною  поверхностію  вращенія. 

129.  Приложеліе  ХЫІІ,  Построить  кривую  пресѣченія  косаго  цилин- 
дра, коего  двѣ  плоскія  направляющія  и  плоскость  параллелизма  даны ,  съ  дан- 
ною плоскостію. 

Для  сего  чрезъ  произвольно  взятую  точку  на  одной  изъ  плоскихъ  иа- 
правляющихъ  даннаго  косаго  цилиндра,  проводятъ  его  производящую. 

Строятъ  точку  пресѣченія  сей  производящей  съ  данною  плоскостію; 
С1Я  точка  будетъ  принадлежать  искомой  кривой  пресѣченія,  ибо  находится 
въ  толіе  время  на  данномъ  косомъ  цплиндрѣ  и  на  данной  плоскости. 

Изло.иенное  строеніе,  повторенное  нѣсколько  разъ,  опредѣлитъ  доста- 
точное число  точекъ  для  очерченія  искомой  кривой  пресѣченія. 

130.  При  ложеніе  Построить  точку  пресѣчснія  косаго  цилин- 
дра, коего  двѣ  плоскія  направляющія  и  плоскость  параллелизма  даны ,  съ 
данною  прямою. 


110 


Для  сего  чрезъ  данную  прямую  проводятъ  ея  горизонтально  -  проэктп- 
рующую  плоскость  •,  строятъ  кривую  пресѣченія  сей  плоскости  съ  даннымъ 
косымъ  цплиндромъ  (Прилож.  ХЫП). 

Данная  прямая,  находясь  съ  сект  кривою  пресѣченія  въ  той  же  пло- 
скости, то  есть  въ  своей  горизонтально -проэктирую щей  плоскости,  пре- 
сѣчетъ  сію  кривую  *,  строятъ  точку  пресѣченія,  которая  и  будетъ  иско- 
мою точкою  пресѣченія  данной  прямой  съ  даннымъ  косымъ  цилиндромъ,  ибо 
оная  есть  точка  прееѣченія  сей  прямой  съ  кривою  начерченною  на  сей  по- 
верхности. 

Пргімгъганіе.  Мы  получимъ  столько  точекъ,  удовлетворяющихъ  вопросу, 
сколько  будешь  существовать  гаочекъ,  общпхъ  данной  прямой  и  кривой  пре* 
сѣченія  вспомогательной  плоскости  съ  даннымъ  косымъ  цилиндромъ  *). 


О  престьгеніпхъ  кривыхъ  поверхностей. 

131.  ІТриложсніе  ХЫ^^.  Построить  кривую  пресѣченія  цилиндра,  коего 
основаніе  и  производящая  даны ,  съ  конусомъ,  коего  даны :  основаніе  и  вер- 
шина. 

Для  сего  изъ  вершины  даннаго  конуса  проводятъ  прямую  ,  параллель- 
ную производящей  даннаго  цилиндра. 

Чрезъ  сію  прямую  и  произвольно  взятую  производящую  конуса,  прово- 
дятъ плоскость,  что  возможно,  ибо  сіи  двѣ  прямыя  пресѣкаются  въ  вершпнѣ 
конуса. 

Строятъ  пресѣченіе  сей  вспомогательной  плоскости  съ  даннымъ  цилин- 
дромъ  сіе  пресѣченіе  будетъ  производящая  даннаго  цилиндра ,  проходящая 
чрезъ  точку  пресѣченія  съ  его  основаніемъ  горизонтальнаго  слѣда  вспомога- 
тельной плоскости,  ибо  сія  плоскость  заключаешь  въ  себѣ  прямую,  парал- 
лельную производящпмъ  цилиндра. 

Строятъ  также  пресѣченіе  вспомогательной  плоскости  съ  даннымъ  ко- 
нусомъ *,   сіе  пресѣченіе  будетъ  производящая  даннаго  конуса,  проходящая 

*)     Къ  сей  статьѣ  можно  чигаагаь   особенную   статью    о    пресшепі/і.ѵъ    крнвы.ѵъ    ііоеерхиостсгі  сі 
плоскостію,  помещенную  въ  общихъ  прии1.чаніяхъ  и  прибавленіяхь. 


111 


чрезъ  іікзчку  пресѣченГя  съ  его  оснопаніемъ  горизонта.! ыіаго  слѣда  сей  вспо- 
могательной плоскости,  ибо  сія  плоскость  проходить  чрезъ  вершину  дан- 
паго  конуса. 

ТТостроенныя  производящія  пресѣченія,  находясь  въ  той  л;е  плоско- 
сти, то  есть  въ  вспомогательной  плоскости,  пресѣкутся  •,  строятъ  точку 
ихъ  встрѣчи ,  которая  и  будетъ  принадлел;ать  искомой  кривой  пресѣчеіия 
двухъ  данныхъ  кривыхъ  поверхностей ,  ибо  сія  точка  есть  общая  нмъ 
обѣіімъ. 

Повторяютъ  изъясненное  строеніе  нѣсколько  разъ  послѣ  чего  полу- 
чатъ  достаточное  число  точекъ  для  очерченія  искомой  кривой  пресѣченія. 

Цриаігьганіе.  Вспомогательная  п.іоскость  моліетъ  встрѣтпть  данные : 
конусъ  п  цилпндръ  въ  нѣеколькпхъ  пропзводящихъ?  а  потому  опредѣлитъ 
нѣсколько  точекъ  для  искомой  кривой  пресѣчеиія. 

132.  Положпмъ,  что  требуется  провести  къ  построенной  кривой  каса- 
тельную, параллельно  данной  прямой  (Общее  рѣш.  (120). 

Для  сего  принимаютъ  въ  разсужденіе  пресѣкающіяся  поверхности  въ 
построенной  кривой  ;  такъ  какъ  оныя  суть  цилпндръ  и  конусъ,  то  обертыва- 
ющіе  цилиндры,  параллельно  данной  прямой,  предлоліенныя  поверхности,  пре- 
мѣняются  въ  касательныя  плоскости  проведенньтя  параллельно  данной  прямой. 

II  такъ  строятъ  параллельно  данной  прямой  касательную  плоскость 
къ  данному  цилиндру  (Прилолі,  XXII),  и  производящую  касанія  сей  плоско- 
сти къ  оному;  замѣтимъ,  что  мы  можемъ  получить,  смотря  по  свойству 
цилиндра,  ігЁсколько  касательныхъ  плоскостей  параілельныхъ  данной  прямой, 
п  по  сему  нѣсколько  пронзводящпхъ  касанія,  коихъ  система  замѣнитъ  кри- 
вую касанія. 

Строятъ  параллельно  данной  прямой  касательную  плоскость  къ  данному 
конусу  (Прилож.  XXIV) ,  и  производящую  касанія  сей  плоскости  къ  оному; 
замѣтпмъ,  что  мы  можемъ  получить,  смотря  по  свойству  конуса,  нѣсколько 
касательныхъ  плоскостей  параллельныхъ  данной  прямой,  а  по  сему  нѣсколько 
пропзводящихъ  касанія,  коихъ  система  замѣнитъ  кривую  касанія. 

Чрезъ  точку,  общую  опредѣленнымъ  производящпмъ  касанія  и  данной 
кривой,  проводятъ  прямую  параллельно  данной  прямой  ;  еія  прямая  будетъ 
искомою  касательною. 


т 

Мы  по.іучпмъ  столько  прямыхъ,  удов  лет  воряющпхъ  вопросу,  сколько 
будетъ  существовать  шочекъ  общпхъ  системамъ  пропзводящііхъ  касанія 
и  данной  кривой.  . 

133.  П. риложеніе  ХЬѴІ,  Построить  кривую  пресѣченія  цилиндра,  кое- 
го основаніе  п  производящая  даны,  съ  поверхностію  вращенія ,  коей  даны  : 
плоская  производящая  и  ось. 

Для  сего  чрезъ  произвольно  взятую  точку  на  плоской  производящей 
данной  поверхности  вращенія ,  проводятъ  плоскость  перпендикулярную 
къ  оси  поверхности  Строятъ  кругъ  пресЬченія  сей  плоскости  съ  поверх- 
ностію.  Сей  кругъ  принимаютъ  за  направляющую  цилиндра  ,  коего  про- 
пзводящія  параллельны  пропзводящпмъ  даннаго  цилиндра  строятъ  осио- 
ваніе  сего  вспомогательнаго  цилиндра;  сіе  основаніе  будетъ  кругъ  равный 
взятому  за  направляющую,  ибо  плоскость  сего  послѣдняго  параллельна  гори- 
зонтальной. ,  ■ 

Чрезъ  точку  пресѣченія  основаній  двухъ  цплиндровъ :  даннаго  и  вспомо- 
гательнаго, проводятъ  общую  спмъ  поверхностямъ  производящую,  которая 
находясь  на  той  же  поверхности  съ  принятымъ  за  направляющую  кругомъ, 
то  есть  на  поверхности  вспомогательнаго  цилиндра,  встрѣтитъ  сей  кругъ  ^ 
строятъ  оную  точку  встрѣчи,  которая  и  будетъ  принадлежать  искомой 
кривой  пресѣченія,  ибо  будетъ  находиться  какъ  на  данномъ  цилиядрѣ,  шакъ 
и  на  данной  поверхности  вращенія. 

Повпюряютъ  изложенное  строеніе  нѣсколько  разъ;  послѣ  чего  получатъ 
достаіночное  число  точекъ  для  очерченія  искомой  кривой  пресѣченія. 

Примтьіаніе.  Вспомогательный  цилиндръ  мо/кетъ  определить  нѣсколько 
точекъ  для  искомой  кривой  пресѣченія,  и  именно  столько,  сколько  будетъ 
существовать  пропзводящихъ  его  пресѣченія  съ  даннымъ  цилипдромъ. 

134.  Пололѵимъ,  что  чрезъ  данную  точку  внѣ  построенной  нами  кривой 
пресѣченія,  требуется  провести  касательную  къ  оной  (Общ.  рѣш.  119). 

Для  сего  принимаютъ  въ  разсуяіденіе  пресѣкающіяся  поверхности  въ 
данной  кривой  такъ  какъ  оныя  суть  цилиндръ  й  поверхность  вращенія,  пю 
обершывающій  изъ  данной  точки  конусъ  первую  пзъ  сихъ  поверхностей, 
премѣняется  въ  касательную  плоскость,  проведенную  чрезъ  данную  точку. 

И  такъ  проводятъ  чрезъ  данную  точку  къ  данному  цилиндру  касатель- 
ную плоскость  (Прилож.  XII) строятъ  производящую   касанія  сей  пло- 
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скосгпіі  къ  оному.  Замѣтимъ,  чпю  мы  мол;емъ  іімѣть,  смотря  по  сіюіісіпву 
іцілппдра,  нѣсколько  касашельиыхъ  плоскостей  ,  проходящііхъ  чрезъ  данпую 
точку,  а  по  сему  несколько  пропзкодящпхъ  касапія,  коихъ  сиспісма  замѣ- 
нпшъ  кривую  касанія. 

Строятъ  изъ  данной  точки  ооерты,вающій  конусъ  данную  поверхность 
вращенія  •,  сей  конусъ  опредѣлишся  данною  точкою ,  н  крисою  касанія  къ 
поверхности.  ' 

Строятъ  точку,  общую  спстемѣ  пропзводящпхъ  касанія  къ  цилиндру, 
кривой  касанія  къ  поверхности  вращенія,  и  данной  кривой;  сію  точку  со- 
единяюшъ  съ  данною  точкою  прямою,  которая  и  будетъ  искомою  каса- 
тельного. 

Мы  получпмъ  столько  касательныхъ  удовлетворяющихъ  вопросу,  сколько 
будетъ  существовать  точекъ  ,  общііхъ  системѣ  производя щихъ  касанія  къ 
і^илиндру,  кривой  касанія  къ  поверхности  вращенія,  и  данной  кривой. 

135.  Пргіложеніе  Х-ЬУЛ.  Построить  кривую  пресѣченія  цилиндра, 
коего  основаніе  и  производящая  даны  ,  съ  косымъ  цилпндромъ ,  коего  даны: 
двѣ  плоекія  направляющія  и  плоскость  параллелизма. 

Для  сего  пзбнраютъ  произвольно  точку  на  одной  изъ  плоскихъ  направляю- 
щнхъ  даннаго  косаго  цилиндра  ;  строятъ  производящую  сей  поверхности 
проходящую  чрезъ  сію  точку. 

Опредѣляютъ  точку  пресѣченія  сей  производящей  съ  даннымъ  цплиндромъ 
(Прплож.  XXXVII)  )  сія  точка  будетъ  принадлежать  искомой  кривой  пресѣ- 
чеиія,  ибо  находится  въ  шо  же  время  на  обѣихъ  данныхъ  поверхностяхъ. 

Чтобъ  получить  больиіее  число  точекъ  для  искомой  кривой,  повторяютъ 
нѣсколько  разъ  изложенное  строеніе^  послѣ  чего  искомая  кривая  оиредѣ- 
лится.  .  "  ' 

Пріыігьганіе.  Такъ  какъ  прямая  можетъ  встрѣтить  цплпндръ  ,  смотря 
по  его  свойству,  въ  нѣсколькихъ  точкахъ,  ліо  излоліенное  строеніе  опредЬ- 
литъ  калідый  разъ  столько  же  точекъ  для  искомой  кривой  пресѣченія. 

136.  Приложоие  ХЬѴІІІ.  Построить  кривую  пресѣченія  конуса, 
коего  основаніе  (ВА8,  гл)  и  вершина  (О,  О  )  даны,  съ  поверхностію  вращенія, 
коей  даны:  плоская  производящая  (Л'е,  хеУ)  и  ось  (А,  А  "В)  (фиг.  25). 

Для  сего  чрезъ  точку  (. ,  е'),  произвольно  взятую  на  плоской  произво- 
дящей {ке^хеу)  данной  поверхности  вращенія  ,  п250водятъ  перпендпкуляр- 

і5 
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ную  къ  оси  (А',  А"Б)  сей  поверхности  плоскость  (е'Р)',  строятъ  кругъ  пре- 
сѣчеиія  сеіі  плоскости  съ  поверхностііо  вращенія. 

Построенный  кругъ  (еЕ^,  е'^')  прпнішаютъ  за  направляющую  конз'са, 
коего  бы  вершпна  находилась  въ  Бершішѣ  (О,  О')  даннаго  конуса  •,  строятъ 
основаніе  сего  вспомогательнаго  конуса*,  оное  будетъ  кругъ  (й"^/-'),  ибо  кругъ 
(еЕ^,  е'^'),  направляющая  конуса,  находится  въ  плоскости  параллельной  го- 
ризонтальной. 

Изъ  точки  (е",  е'"),  общей  основаніямъ  {е'^г  и  (ИА8)  вспомогательпаго 
п  даннаго  конусовъ,  проводятъ  общую  симъ  поверхностяліъ  производящую 
(е"0,  е"'0').  Сія  общая  производящая,  находясь  на  поверхности  вспомогатель- 
паго конуса,  встрѣтитъ  его  круговую  направляющую  (еЕ^,е'^')•,  строятъ 
сію  точку  Бстрѣчп  {^\  </"),  которая  п  будетъ  принадлелхать  искомой  кри- 
вой пресѣченія,  ибо  будетъ  общею  точкою  данной  поверхности  вращенія  н 
данному  конусу. 

Повторяютъ  сіе  строеніе  нѣсколько  разъ,  п  получать  достаточное  чи- 
сло точекъ  для  очерченія  искомой  кривой  пресѣчеиія  {риісі',  ■^иісі'). 

Лрилігъганіе.  Вспомогательный  копусъ  мол;етъ  пресѣчься  съ  данпымъ 
коиусомъ  въ  нѣсколькихъ  производящихъ,  и  тогда  опредѣлитъ  нѣсколько 
точекъ  искомой  кривой. 

Лрибавлепіс.  Когда  при  задаиіи  сего  вопроса,  пололіеніе  конуса  будетъ 
таково,  что  вершина  его  находится  въ  центрѣ  данной  поверхности  враще- 
нія,  которую  мы  прсдположимъ  шаромъ,  тогда  общее  рѣшеиіе  при  построе- 
ніи  кривой  пресѣченія  конуса  съ  поверхносшію  вращенія,  можепіъ  быть  за- 
мѣнено  слѣдующимъ : 

Чрезъ  вершину  даннаго  конуса  проводятъ  произвольно  плоскость ;  стро- 
ятъ производящая  пресѣченія  сей  плоскости  съ  конусомъ. 

Вспомогательная  плоскость  проходить  чрезъ  і^ентръ  даннаго  шара,  по- 
чему и  пресѣчеть  оный  въ  большемъ  кругЬ  ;  строятъ  сей  кругъ  пресѣчеиія. 

Построенпыя  производятся  конуса  п  кругъ  шара   находятся  въ  той 
;ке  плоскости,  то  есть  въ  плоскости  вспомогательной,  почему  и  пресѣкутся 
точки  ихъ  пресѣчеиія  будутъ  прпнадлеліать  искомой  кривой  пресѣченія  дан- 
наго конуса  сь  даннымъ  шаромъ,  ибо  суть  общія  спмъ  поверхностямъ. 

Повторяютъ  изложенное  сшроеиіе  пѣсколько  разъ;  послѣ  чего  полу- 
чать достаточное  число  точекъ  для  очерчснія  искомой  кривой  пресѣчснія. 
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137.  Положпмъ,  что  требуется  построить  разверзаніе  данной  кони- 
ческой поперхностіі  (Г\А8,  гх;  0,0),  п  на  ономъ  преобразоііаніе  построенной 
предъ  снмъ  крппой  пресѣченія  {^нГд,  7,'иі'д")  (Общее  рѣш. 

Для  сего  пресѣкаюпп.  данную  коническую  понерхность  шаромъ  (Оо,  оѴ  Б ; 
О,  О'о  ),  коего  центръ  от.  ішршппѣ  (0,0')  онаго  конуса,  а  радіусъ  пронзпо- 
ленъ.  Строятъ  кривую  пресѣченія  {/т|л^,^'||^/^'/^)  сего  шара  съ  даннымъ 
конусо.чъ.  (Прпбав.  къ  Прнлож.  ХЬѴИІ). 

Развернемъ  кривую  пресѣченія  {/три, /'/при)  шара  съ  данною  коші- 
ческою  поверхностію;  оная  кривая  развернется  на  плоскости  въ  дугѣ  кру- 
га, оппсаннаго  общимъ  разсшояніемъ  ея  шочекъ  до  вершины  конуса,  то  есть 
радіусомъ  вспомогательиаго  шара.  И  піакъ  пусть  \Ѵ  представляетъ  иамъ 
вершину  (0,0  )  конуса  въ  разверзаніи  •,  опншемъ  радіусомъ  ЛѴгѵ,  равнымъ  ра- 
диусу шара  (Оо,  оѴ"П-,  0,0'о')  на  сей  плоскости  дугу  (ітеЛѵ"),  которая  п  бу- 
детъ  преобразованіемъ  сей  кривой  {/три,/ ті)'п).  Производяіція  конической 
поверхности  будутъ  представлены  въ  разверзаніи  радіусамп  ^Уіѵ,  ^\V/,  ЛѴс/  и 
т.  д.  сей  дуги. 

Для  нанесенія  на  сіе  разверзаніе  данной  кривой  пресѣченія  \  ъл1с]\  с  и  ід"), 
строятъ  преобразованіе  вспомогательной  кривой  [/три,/' т'р'п),  принимая 
оную  находящеюся  на  поверхности  ея  горизонтально  проэктпрующаго  і^и- 
линдра,  коего  основаніе  находится  по  сему  въ  горизонтальной  плоскости 
проэкі][ій,  перпендикулярной  къ  его  производящпмъ,  то  есть  будетъ  гори- 
зонтальною проэкціею  (///?уС /г)  сей  кривой.  [Обш,ее  рѣш.  (117)  п  (123)].  Кривая 
Г //7г/»л)  развернется  въ  прямой  лпніи  Хл: ,  а  данная  кривая  [/три, /'т'р  п')  въ 
кривой  ея  преобразованія  XX у  \  пололіпмъ,  что  въ  разверзаніи  прямыя  Хх  п 
Х'х  представляютъ  производящую  горизонтально-проэктпрующаго  данную 
кривую  цилиндра,  соотвѣтствующую  точкѣ  {р,р)  на  данной  кривой  въ 
просшранствѣ.  Таковымъ  образомъ  чрезъ  сіе  построенное  ея  преобразоваиіе 
УУУ  мы  можемъ  пмѣшь  спрямленіе  взятой  на  оной  кривой  (/тр7і,/'?)/'р'п') 
дуги. 

Обратимся  послѣ  сего  къ  разверзанію  \\Чѵаг7гѵ"  конпческой  поверхно- 
сти. Чрезъ  точку  (р,  р')  проводятъ  производящую  (рх,р'е)  даннаго  ко- 
нуса*, положпмъ,  что  сія  производящая  въ  разверзаніп  будетъ  \\  тѵ.  Стро- 
ятъ точку  (г,  е)  пресѣченія  производящей  (/)х,  р'е)  съ  данною  кривою  (:піг/\ 
гиісі  Уч  точка  {р,р')  въ  разверзанін  будетъ  въ  тѵ.    Чшобъ  опредѣлить  въ 
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разверзаніп  положеніе  гаочкп  (л:,  с)  предложенной  кривой  {ъиісі\  ги^^"),  олпла- 
гаютъ  по  прямой  ЛѴтѵ,  оптъ  шочкп  ЛѴ,  настоящую  длину  разсптоянія  (Ол-,  О V) 
между  точкою  {ос,  е)  п  вершиною  конуса  (0,0)*,  конецъ  \Ѵ'  сей  длины  бу- 
детъ  положеніемъ  точки  {х,  е)  въ  разверзаніи ,  а  по  сему  сія  точка  \\' '  бу- 
детъ  одною  изъ  шочекъ  искомой  кривой  преобразованія. 

Для  полученія  другой  точки  сего  преобразованія,  избираюгаъ  еще  точку 
{и,  и)  на  данной  кривой  {иіІд\::>иігі")'і  проводятъ  чрезъ  сію  точку  произво- 
дящую даннаго  конуса  {ит,  и'т)  чтобъ  опредѣлишь  въ  разверзаніи  сію  про- 
изводящую, строятъ  точку  пресѣченія  (/»,  т)  сей  производящей  съ  кривою 
{/трп,/'т' р'л');  находятъ  настоящую  длину  дуги  (тр,т'р)  сей  кривой  по- 
средствомъ  цилиндрпческаго  преобразованія  оной  кривой ;  положпмъ, 

что  длина  дуги  [тр^т'р)  будетъ  У/',  соотвѣшствующая,  на  преобразованіи 
ссх  основанія  {/іпртг)  цилиндра,  части  зсх.  Сію  Дугу  У/'  огалагаюшъ  на 
дугу  (гѵаЯѵ^")  преобразованія  кривой  {/три,/' т'р'п'),  въ  конпческомъ  развер- 
заніи  '■,  конецъ  сей  отло.кенной  дуги  будетъ  точкою  [т,  іп)  въ  конпческомъ 
разверзаніи,  почему  прямая  ЛѴ"  будегаъ  въ  разверзаніи  частію  {ты,  т'п  ) 
производящей  конуса ,  соотвѣтсшвующей  взятой  точкѣ  (іі,  и)  на  данной 
кривой  {7>и^^' ,  ■^аісі''). 

Для  построенія  сей  точки  {а,  и)  въ  разверзаніп,  ошлагаютъ  по  прямой 
ЛѴ ^V ',  отъ  точкп  \Ѵ,  настоящую  длину  разстоянія  (0«,  О'и)  между  точкою 
{и,  и)  п  вершиною  (О,  О]  конуса;  конецъ  \Ѵ"  сей  длины  будетъ  положеніемъ 
точки  {и,  и)  въ  разверзаніи,  п  по  сему  точка  будетъ  одною  изъ  шочекъ 
искомой  кривой  преобразованія. 

Повторпвъ  пзлоліенное  нами  дѣйсшвіе  нѣсколько  разъ  ,  получимъ  доста- 
точное число  шочекъ  для  очерчеиія  искомаго  преобразоваиія  \\'  \Ѵ  \Ѵ' '  данной 
кривой  {ші^  ,  г  иі^"). 

Замѣшииъ,  что  въ  посшроенномъ  нами  конпческомъ  разверзаніи,  край- 
нія  прямыя  \Ѵ\Ѵ'  и  ЛѴ\У  "  представляюшъ  положеніе  той  ліе  производящей 
{рх,р'е)  конуса,  а  по  сему  и  пхъ  гаочкп  \У'  и  ЛУ'"  означаюшъ  положеніе  од- 
ной и  той  же  точки  (г,  в)  на  данной  кривой  въ  просшрансшвѣ. 

Спрямленіс  кривой  \\  '\Ѵ"\Ѵ  "  равно  спрямленію  данной  кривой  {::иІд , 
гиіц),  а  по  сему  спрямленіе  дуги  хѵпіНѵ"  равно  спрямленію  дугп  \уХ  ,  н 
равно  спрлмленію  вспоіѵіогательиой  кривой  {/ртп,  /р'т  п). 
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138.  Положішъ,  что  требуется  пропести  касательную  къ  построен- 
пой  иамп  предъ  сішъ  кріівоіі  гіреооразованія  ДѴ'\Ѵ  '\\ ' чрезъ  точку  N  данную 
на  оной  (Общее  рѣш.  117.) 

Для  сего  чрезъ  сію  точку  N  п  вершину  \Ѵ  конуса  въ  разсерзаніп  ,  про- 
кодятъ  прямую  N^V,  которая  и  будепіъ  производящею  конуса  бъ  2>азсер- 
заніп,  проходящею  чрезъ  данную  точку,  Сія  производящая  пресѣчетъ  кру- 
говую дугу  іѵасііѵ"  въ  точкѣ  п  сію  точку  перенесемъ  на  кривую  V/  У',  взясъ  на 
оной  отъ  точки  V  дугу  У/г  ",  коей  спрямленіе  равно  спрямленію  круговой  дуги 
гѵ'/г  ';  точка  /і  "  будетъ  соотвѣтствовать  точкѣ  л  ";  а  точкѣ  п"  будетъ  со- 
отвѣтствоваіпь,  на  преобразованіп  основанія  разсернутаго  цилиндра,  точкѣ 
л",  которую  и  перенесемъ  на  самое  сіе  основапіе  //лрп,  отлолшвъ  на  ономъ 
отъ  точки  р,  соотвѣтствующей  въ  щілипдрическомъ  разверзаніи  точкѣ  х,  дугу 
р/>,  которой  бы  спрямленіе  равно  было  ддинѣ  хх".  Изъ  точки  п  проведемъ  про- 
изводящую вертпкальнаго  цилиндра,  коему  кривая  /три  служитъ  основаніемъ; 
сія  производящая  всгарѣтптъ  кривую  (^/тпр^/тпр)  въ  точкѣ  {и,  и'),  кото- 
рой соотвѣтствуюпгь  :  на  разверзаніп  цидиндрическомь  —  точка  п",  а  па  ко- 
ническомъ — точка  ті".  Чрезъ  построенную  предъ  симъ  точку  {п,л)  про^ 
ведемъ  производящую  (/гО, /г'О  )  даннаго  конуса  (І\\8, /.^*,  О,  О  ).  Сей  произ- 
водящей въ  коническомъ  разверзаніи  будетъ  соответствовать  построенная 
нами  предіде  прямая  \VN,  почему,  по  построеніп  точки  пресѣченія  (/,0  про- 
изводящей (//0,/г'О  съ  кривою  {^Шд  ,  2,'п'(д"),  увѣрпмся,  что  сія  точка 
будетъ  перенесенного  въ  пространство  данною  точкою  N  на  преобразовании 
>Ѵ  \Ѵ"\Ѵ"'  кривой  (г-иі^, 

Чрезъ  сію  точку  (і',  і)  проведемъ  касательную       /  §')  къ  кривой  {^иі^ , 
^иігі') ;  сія  касательная  опредѣлнтся  двумя  плоскостями,  изъ  копхъ  одна  бу- 
детъ касательна  въ  точкѣ  (/,  ^ }  къ  данному  конусу  (КЛ8, /"л^,  О,  О ),  а  другая 
касательна  въ  той  же  точкѣ  (/,  і)  кь  данной  поверхности  вращенія 
А',  А"В)  (Общее  рѣш.  118). 

Остается  теперь  перенести  токмо  построенную  касательную 
на  разверзаяГе  АгѴЛ\  ЛУ  \Ѵ     конической  поверхности.    Для  сего  чрезъ  точку 
(л,  и),  соотвѣтсшвующую  той  ліе  производящей  конуса  съ  точкою  (/, 
проводятъ  касательную  (/г.^-, /г '^•')  къ  кривой  {^трп^/'т'рп)  (Общее  рѣш.  118). 

Двѣ  касательныя  (/^,  і^)  и  {л^і  находясь  въ  той  иче  плоскости,  то 

есть  въ  касательной  плоскости  въ  производящей  {іп,і'іі')  къ  конусу,  пресѣі- 
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кутся",  строяшъ  точку  ііхъ  пресѣчепія  Треугольнпкъ  (і^п,  т'^'п')  при 

точкѣ  {п,7і}  накрппой  (//пр7і,/'т'р'п)  будепіъ  прямоугольнымъ,  ибо  сторона 
его  (//^,  л'ь')  касательна  къ  сей  кривой,  начерченной,  какъ  намъ  извѣстно,  на 
шарѣ,  коего  центръ  въ  вершпнѣ  даннаго  конуса  (О,  О ),  по  сему  прннадле- 
ячитъ  касательной  плоскости  въ  точкѣ  (/г,  //)  къ  сему  шару,  и  слѣдовательно 
перпендикулярна  къ  радіусу  сего  шара,  проходяш,ему  чрезъ  точку  касанія, 
то  есть  перпендикулярна  къ  производящей  конуса,  или  къ  сторонѣ 

сего  же  треугольника  {І§п,іфі). 

И  такъ  постропмъ  въ  конпческомъ  разверзаніи,  помощію  сего  треуголь- 
ника, другую  точку  (^,  касательной  для  сего  замѣтимъ,  что,  такъ 
какъ  въ  семъ  развсрзаніи  точки  Іѵ  я  и'  соотвѣтствуютъ  точкамъ  (/,  і)  п 
(п,гі)  въ  пространства,  то  часть  ]\//'  будетъ  равна  сторонѣ  (іл,  іп)  сего 
треугольника  {1§п^  Чрезъ  точку  и'  возставимъ  перпендикуляра,  п  г' 
ІЕіъ  прямой  ^/і",  п  па  семъ  перпепдикулярѣ  отложимъ  часть  л" г,  равную  на- 
стоящей длинѣ  стороны  {пд,  //'§')  сего  треугольника  *,  точка  7-'  будетъ  въ  ко- 
нпческомъ разверзаніи  соответствовать  точкѣ  касательной  (/^, 
соедпнпвъ  точку  съ  данною  точкою  получимъ  прямую  /'ІЧ',  которая  и 
будетъ  искомою  касательною  къ  преобразованію  ЛѴ  \Ѵ "\Ѵ  "  кривой  {■г,^и^ ^ 
ъіис]  )^  ибо  треугольникъ  у'^п"  равенъ  треугольнику  (і^п, 

159.  ІІрилооксиіс  ХЫХ.  Построить  кривую  пресѣченія  конуса,  коего 
основаніе  и  вершина  даны,  съ  косыыъ  і](илиндромъ  ,  коего  даны:  двѣ  плоскія 
направляющія,  и  плоскость  параллелизма. 

Для  сего  пзбпраютъ  точку  гдѣ  ни  есть  на  одной  изъ  плоскпхъ  направ- 
ляющихъ  даннаго  косаго  цилиндра  *,  строятъ  производящую  сел  поверхности 
проходящую  чрезъ  оную  точку. 

Строятъ  точку  пресѣченія  сей  производящей  косаго  цилиндра  съ  дан- 
нымъ  конусомъ  (Прилол;.  XXXIX);  сія  точка  пресѣченія  будетъ  принадле- 
жать искомой  кривой  прссѣченія  ,  ибо  оная  точка  есть  общая  обѣнмъ  даи- 
нымъ  поверхностямъ. 

Повторяютъ  изложенное  строеніе  нѣсколько  разъ;  послѣ  чего  полу- 
чатъ  достаточное  число  точекъ  для  очерченія  искомой  кривой  пресѣченія. 

ІТрилітъганіе.  Такъ  какъ  прямая  моліетъ  встрѣтитъ  конусъ,  смотря  по 
свойству  онаго,  въ  нѣсколькихъ  точкахъ,  шо  изложенное  строеніе  можешь 
опредѣдить  столько  ліе  точекъ  для  искомой  кривой  пресѣченія. 
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140.  Приложены  Ь.  Построишь  кривую  пресѣчеііія  поверхности  вра- 
щения, коей  плоская  пропзіюдящал  и  ось  даны,  съ  косымъ  цнлпндромъ,  коего 
даны  двѣ  плоскія  направлліоіція  и  плоскость  параллелизма. 

Для  сего  избнраютъ  точку  гдѣ  ни  есть  на  одной  нзъ  плоскпхъ  напрап- 
ляющпхъ  даннаго  косаго  цилиндра  ;  чрезъ  сію  точку  проводятъ  производя- 
щую сей  поверхности. 

Строятъ  точку  прссѣченія  сей  производящей  косаго  цилиндра  съ  дан- 
ною полерхностію  вращенія  (Прилож.  (Х  ЬІІ) ;  сія  точка  будетъ  принадле- 
жать искомой  кривой  пресѣченія,  ибо  будетъ  общею  обѣпмъ  даннымъ  по- 
верхностямъ. 

Повторнвъ  изложенное  строепіе  нѣсколько  разъ  ,  получпінъ  достаточное 
число  точекъ  для  очерчеиія  искомой  кривой  пресѣчеиія. 

ІГртиіпъъаніе.  Такъ  какъ  прямая  можетъ  встрѣтпшь  поверхность  вра- 
щенія,  смотря  по  свойству  сей  поверхности,  въ  нѣсколькихъ  точкахъ  ,  то 
іізлолхеиное  строеніе  можегаъ  опредѣлить  тогда  столько  же  точекъ  искомой 
кривой  пресѣчепія.  ^ 

141.  Прплоокегае  Ы.  Построить  кривую  прссѣченія  дпухъ  цнлиндровъ, 
коихъ  основанія  и  произкодящія  даны. 

Для  сего  чрезъ  произвольно  взятую  производящую  одного  изъ  данныхъ  цплин- 
дровъ,  проводятъ  плоскость  параллельно  производящей  другаго  даннаго  цилиндра. 

Строятъ  пресѣчеиія  сей  вспомогательной  плоскости  съ  дг.умя  дан- 
ными цилиндрами;  сіи  пресѣченія  будутъ  пропзводящія  сихъ  двухъ  ци- 
лпндроЕъ,  проходящія  чрезъ  общія  точки  горпзонтальпаго  слѣда  сей  плоско- 
сти и  основаній  сихъ  цилиндровъ,  ибо  плоскость  параллельна  пропзводящпмъ 
обоихъ  цилиндровъ. 

Пропзводящія  пресѣченія,  находясь  въ  той  л;е  плоскости,  то  есть  въ 
вспомогательной  плоскости,  пресѣкутся ;  строятъ  точку  ихъ  пресѣченія, 
которая  и  будешь  принадлежать  исковой  кривой  пресЬченія,  ибо  находится 
въ  то  яіе  время  на  обоихъ  данныхъ  цилиидрахъ. 

Повгаоряюшъ  изложенное  сшроеніе  несколько  разъ  ,  и  получать  доста- 
точное число  точекъ  для  очерчепія  искомой  кривой  пресѣченія. 

Пргиитьгапіе.  Вспомогательная  плоскость  мол^ешъ  всгпрѣтптъ  два  пред- 
ложенные цилиндра ,  смотря   по   свойству  оныхъ  ,  въ  ігЬсколькихъ  произ- 
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водящихъ,  почему  и  опредѣлитъ  нѣсколько  шочекъ  для  искомой  крііпой  пре- 
сѣченія. 

142.  Приаожеиіс  Ы1.  Построишь  кривую  пресѣченія  двухъ  конусовъ, 
копхъ  осног.анія  п  вершины  даны. 

Для  сего  чрезъ  вершины  двухъ  данныхъ  конусовъ  протягііваюшъ  прямую. 
Чрезъ  сію  прямую  п  произвольно  взятую  производящую  одного  изъ  данныхъ 
конусовъ  проводятъ  плоскость. 

Сптрояшъ  пресѣченія  сей  вспомогательной  плоскости  съ  двумя  данными 
конусами ;  сіп  пресѣченія  будутъ  пронзводящія  спхъ  двухъ  конусовъ,  про- 
тянутыя  чрезъ  точки  пресѣчепія  пхъ  основаній  съ  горпзонтальнымъ  слѣ- 
домъ  вспомогательной  плоскости,  ибо  сія  плоскость  проход итъ  чрезъ  вер- 
шины обоихъ  конусовъ. 

Пропзводящія  пресѣченія,  находясь  въ  той  же  плоскости,  то  есть  въ 
вспомогательной  плоскости,  пресѣкутся  ;  строятъ  точку  пхъ  пресѣченія, 
которая  и  будегаъ  одною  изъ  гаочекъ  принадлелхащпхъ  искомой  кривой  пре- 
сѣченія,  ибо  находится  въ  то  же  время  на  обоихъ  данныхъ  копусахъ. 

Повшоряютъ  излояіенное  сшроеиіе  нѣсколько  разъ  ;  послѣ  чего  опре- 
дѣлятъ  достаточное  число  шочекъ  для  очерченія  искомой  кривой  пресѣ- 
ченія. 

ТГриллмпііе.  Вспомогательная  плоскость  модіетъ  встрѣтпшь  два  пред- 
ложенные конуса,  смотря  по  пхъ  свойству,  въ  нѣсколькихъ  производящпхъ, 
почему  и  опредѣлишъ  нѣсколько  шочекъ  для  искомой  кривой  пресѣченія. 

143.  Прп.юженіе  Ы11.  Построишь  кривую  пресѣченія  двухъ  поверх- 
ностей вращепія,  коихъ  плоскія  производящія  и  оси  даны. 

Слугай  1.  Когда  осп  предложенныхъ  поверхностей  между  собою  па- 
раллельны 

Для  посшроенія  кривой  пресѣченія  пзбпраютъ  произвольно  точку  на 
плоской  производящей  одной  изъ  предложенныхъ  поверхностей  вращенія  \ 
чрезъ  сію  точку  проводятъ  плоскость  перпендикулярную  къ  оси  сей  по- 
верхности, а  по  сему,  по  параллелизму  осей  двухъ  предложенныхъ  поверх- 
ностей, перпендикулярную  къ  оси  и  другой  поверхности  вращенія. 

Есіпьли  изъ  двухъ  предложенныхъ  поверхностей  хотя  одна  будетъ  іиаръ,  іпо  посгпроеніе  кривой 
пресѣчснія  всегда  можно  подвести  подъ  сей  первый  случай,  взявъ  за  ось  шара  діамеінръ  онаго 
яарахіельный  оси  другой  предложенной  поверхности. 
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Строятъ  круги  пресѣчепія  сей  вспомогательной  плоскости  съ  дтіумя 
предложенными  поверхностями. 

Точки  пресѣчепія  снхъ  двухъ  круговъ,  находящихся  пъ  той  же  пло- 
скости, то  есть  іѵь  вспомогательной  плоскости,  будутъ  принадлежать  пс- 
комой  кривой  пресѣченія,  ибо  суть  общія  обѣимъ  предложеннымъ  поверх- 
ностямъ  вращенія. 

Повторяіотъ  изложенное  строеніе  нѣсколько  разъ  •,  послѣ  чего  опре- 
дѣллтъ  достаточное  число  точекъ  для  очерченія  искомой  кривой  пресѣченія. 

Сл^'гай  2.  Когда  оси  предлоліенныхъ  поверхностей  не  параллельны  меж- 
ду собою. 

Въ  семъ  случаѣ  для  простоты  въ  построеніп  искомой  кривой  пресѣче- 
нія,  можно  предпололшть  ,  что  горизонтальная  плоскость  проэкцій  перпен- 
дикулярна къ  осп  одной  изъ  пове^эхностей,  а  вертикальная  плоскость  про- 
вкцій  параллельна  обѣимъ  осямъ  поверхностей.  Тогда  ось  поверхности,  не 
перпендикулярная  къ  горизонтальной  плоскости,  будетъ  проэктироваться 
на  вертикальную  п.іоскость  въ  самой  себѣ,  то  есть  въ  равно  наклонной  къ 
оси  проэкцій  прямой,  а  на  плоскость  горизонтальную,  въ  горизонтальной 
проэкіціи  плоской  производящей  ея  поверхности  вращенія,  то  есть  въ  пря- 
мой параллельной  оси  проэкцій. 

Для  построенія  кривой  пресѣченія,  пзбравъ  произвольно  точку  на  пло- 
ской производящей  той  поверхности  кращенія,  которой  ось  предположена 
перпендикулярною  къ  горизонтальной  плоскости ,  чрезъ  сію  точку  прово- 
дятъ  плоскость  перпендикулярную  къ  оси  сей  поверхности  вращенія. 

Строятъ  кругъ  пресѣченія  сей  вспомогательной  плоскости  съ  сею  по- 
верхностію  вращенія,  и  кривую  пресѣченія  съ  другою  предлод;енною  поверх- 
ности вращенія.  (Прилож.  ХЫ)  *). 

"'')  Хотя  рѣшеніе  вопроса  о  постросніи  кривой  пресѣченія  плоскости  съ  поверхностію  вращенгя 
ііз.іоичено  въ  Придоженіи  ХЫ,  но  читатель  можетъ  быть  затрудненъ,  ибо  въ  шомъ  При.іо- 
женіи  предпо.іагаегася  ось  поверхности  перпендикулярною  къ  плоскости  горизонтальной ,  между 
іпѣиъ,  какъ  здѣсь  оная  наклонна  къ  сен  плоскости.  Дд.ч  сего  замѣшимъ^  что  при  посіпроеніи  въ 
ссмъ  случаѣ  искомой  кривой,  вспомогагае.іьная  плоскость,  перпендикуля]>но  къ  оси  проведенная, 
будучи  нак.тонна  къ  горизолта.іьной  пдоскости^  определяешь  эдлішсисъ  д.ія  проэкціи  горизонталь- 
ной крлта  пресііченія.  Чтобъ  не  строить  сего  эллипсиса  для  всякой  вспомогагаельнон  плоскости, 
совмѣіцаютъ  самый  кругъ  П]іес1іченія  и  прямую  пресѣченія  данной  плоскости  съ  вспомогате.іь- 
ною,  на  одну  изъ  плоскостей  проэкіі|ій^  на  примѣръ,  на  всртнка.тьную  плоскость  ;  находятъ  об- 
щія  точки  въ  семъ  совмѣіцеиііі,  кругу  и  прямой  пресѣченія  ;  сіи  точки,  подняшьія  въ  простран- 
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Посптроенныя  предъ  симъ :  кругъ  пресѣченія  и  кривая  пресѣченія,  на- 
ходясь въ  той  же  плоскости,  то  есть  въ  вспомогательной  плоскости,  пре- 
сѣкутся  ;  строятъ  общія  точки  онымъ  кривымъ,  которыя  и  бу дутъ  при- 
надлеліать  искомой  кривой  пресѣченія,  ибо  суть  обп^ія  обѣпмъ  предложен- 
нымъ  поверхностямъ  вращенія. 

Для  полученія  большаго  числа  точекъ,  принадлежащпхъ  искомой  кривой, 
повторяютъ  нѣсколько  разъ  пзлол;енное  строеніе,  послѣ  чего  удобно  начер- 
тптся  искомая  кривая  пресѣченія. 

Прибавлете.  Во  второмъ  случаѣ  предло/кеннаго  Приложенія  мол;етъ 
встретиться,  что  непараллельныя  оси  предлоліенныхъ  поверхностей  вра- 
щенія  находятся  въ  той  ліе  плоскости  5  тогда  общее  строепіе  моліетъ  быть 
замѣнено  съ  выгодою  слѣдуіощимъ: 

Вмѣсто  вспомогательной  плоскости  употребляютъ  іиаровую  поверх- 
ность, коей  іцентръ  находился  бы  въ  точкѣ  встрѣчи  осей  предложенныхъ  по- 
верхностей, а  радіусъ  былъ  бы  разстояніемъ  отъ  сей  точки  до  произвольно 
взятой  точки  на  плоской  производящеіі  одной  пзъ  данныхъ  поверхностей. 

Строятъ  кривыя  пресѣченія  сей  Шаровой  поверхности  съ  двумя  пред- 
ложенными поверхностями  вращенія  5  сіи  кривыя  будутъ  круги,  ибо  центръ 
вспомогательнаго  шара  находішіся  на  оси  каждой  изъ  спхъ  поверхностей. 

Сіи  круги  пресѣченія  находятся  на  той  же  поверхности,  то  есть  на 
вспомогательномъ  шарѣ ;  строятъ  ихъ  общія  точки,  которыя,  находясь  въ 
то  же  время  на  обѣихъ  предложенныхъ  поверхностяхъ,  будутъ  принадле- 
жать искомой  крпрой  ихъ  пресѣченія. 

Повторяютъ  сіе  строеніе  нѣсколько  разъ,  послѣ  чего  п  получать  до- 
статочное число  точекъ  для  очерченія  искомой  кривой  пресѣченія. 

ГГриложеиге  ЫѴ,  Построить  кривую  пресѣченія  двухъ  косыхъ  цилпн- 
дроЕъ,  копхъ  плоскія  направляющая  и  плоскости  параллелизма  даны 

сгаво^  будугаъ  принадлежать  искомой  кривой  пресѣченія^  ибо  будушь  общими  данной  плоскости 
и  поверхности  враіценія. 

Повторяютъ  изложенное  строеніе  нѣсколько  разъ,  и  очертятъ  кривую  пресѣченгя^  коей  го- 
ризонтальная проэкція  будетъ  кривая,  завис.тіцая  отъ  свойства  поверхности  вращенія,  а  вер- 
тикальная,  при  настоящсмъ  заданіи  сѣкущей  плоскости,  будетъ  на  аіЬдѣ  сей  плоскости;  піо 
есть  прямая  лині)г. 

♦\     Здѣсь  можно  предположить,  что  горизонтальная  плоскость    проэкцій  перпендикулярна    къ  пло* 
скостхмъ  пар;^дде^шзиа  обоихъ  косыхъ  цидиндровъ,  ибо  для  сего  должна  оыая   быть  перпендику- 


Для  сего  беруіпъ  произвольно  точку  на  одной  изъ  плоскпхъ  направляго- 
щпхъ  коіпораго  нп  есть  пзъ  данныхъ  цилпндровъ ;  строятъ  производящую 
онаго  косаго  цилиндра,  проходящую  чрезъ  сію  точку. 

Находятъ  точку  пресѣченія  построенной  производящей  съ  другимъ  дан- 
нымъ  косымъ  цплппдромъ  (Прплолі.  ХЫѴ)5  сія  точка  будетъ  принадлежать 
искомой  кривой  пресѣченія,  пбо  находится  въ  то  же  время  па  обоихъ  дан- 
ныхъ косыхъ  цплиндрахъ. 

Повторяютъ  пзлоліенное  строеніе  иѣсколько  разъ ;  послѣ  чего  полу- 
чатъ  достаточное  число  точекъ  для  очерченія  искомой  кривой  пресѣчепія 

ляриа  кь  прямой  пресѣченія  сихъ  двухъ  ядоскосіпеи,  что  не  шокмо  не  превосходить  числа  усдовій 
для  опредѣленія  подоженія  плоскости^  но  еще  оставляешь  нань  одно  усдовіе,  которымъ  мы  мо- 
жемъ  располагать  по  произволенію. 
*)  Къ  сем  статьѣ  можно  читать^  въ  обпріхъ  примѣчаніяхъ  и  пржбавленіяхъ,  статью:  о  езаимиоаіъ 
г)респгеніи  кривыхъ  поверхностей,  и  пошоиъ/  о  крнвизнп  и  разверзающихсл  крибыхъ  Ъсолкой 
кривизны. 


ОБЩІЯ    ПРНМЪЧАНІЯ   іі  ПРНБАВЛЕНІЛ. 


145.  Мы  сказали  (41),  что  кривая  лпнія,  заданная  въ  вертикальной  про- 
экі^іп  кругомъ,  и  въ  горизонтальной  кругомъ,  имѣющпмъ  съ  первымъ  тотъ 
же  радіусъ,  и  коихъ  центры  находятся  на  прямой,  перпендикулярной  къ  оси 
проэкцій,  есть  эллипсисъ,  и  находится  въ  плоскости,  наклонной  къ  плоско- 
стямъ  проэкцій  на  ^і5";  докаліемъ  сіе  предложеніе. 

Для  сего  упомянемъ  во  первыхъ  о  томъ,  что  всякая  кривая ,  коей  про- 
экціи  суть  двѣ  равныя  кривыя  и  прп  томъ  одинаково  разполо;кенпыя  отно- 
сительно къ  прямой  перпендикулярной  къ  осп  проэкціі"т,  находится  въ  пло- 
скости наклонной  къ  плоскостямъ  проэкцій  на  45  градусовъ. 

Предположимъ  во  первыхъ,  что  проэкціи  АВС,  А  В  С'  данной  кривой  во- 
гнуты со  стороны  оси  проэкцій  (фиг.  26). 

Положимъ,  что  какая  ни  есть  точка  (А,  А')  сей  кривой  оппсываетъ 
оную.  Достигнувъ  до  другой  какой  ни  есть  точки  (С,  С  ),  точка  (А,  А  )  бу- 
детъ  отстоять  отъ  плоскости  горизонтальной  на  высоту  пС  — /А'  (^—т'С), 
а  отъ  плоскости  вертикальной  на  разстояніе  пС  —  ІА  [~т  С)*,  то  есть  бу- 
детъ  удалена  одинаково,  какъ  отъ  горизонтальной,  гаакъ  и  отъ  вертикаль- 
ной плоскостей,  пбо  равенство  частей  т'С  п  тС  слѣдуетъ  пзъ  того,  что 
проэкціп  АВС  и  а' В' С'  равны  между  собою  и  одинахшво  разполоікены 
относительно  къ  прямой  ВВ',  перпендикулярной  къ  осп  проэкцій  Іп.  Но 
чтобы  точка  могла  двигаться  въ  пространствѣ,  сохряняя  прп  всѣхъ  ея  по- 
лѳженіяхъ  тѣ  же  разстоянія  до  плоскостей  проэкцій,  оная  должна  необхо" 
димо  находиться  въ  плоскости  наклонной  къ  плоскостяімъ  проэкцій  на  45 
градусовъ,  то  есть  въ  плоскости  разделяющей  по-поламъ  уго.іъ,  оными  пло- 
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скостямп  составляемый.  И  какъ  сіп  двѣ  точки  (А,  А'  п  С,  С  )  предположены 
находящимися  гдѣ  ни  есть  на  кривой  линіи,  то  пзъ  сего  и  слѣдуетъ,  что  п 
вся  кривая  (ЛВС,  А'В  С)  будетъ  находиться  въ  таковой  плоскости. 

Когда  одна  АВС  пзъ  проэкцій  кривой  выпукла  со  стороны  оси  проэкцій, 
какъ  АВ  'с",  тогда  пзъ  равенства  т  С  =  тСІ'  слѣдовало  бы  подобное  предъ- 
пдуш,ему  заключеніе.  Одинаковое  разсуліденіе  показываетъ  намъ  то  же  своп- 
ство  кривой  заданной  двумя  ея  проэкціями,  выпуклыми  со  стороны  осп  про- 
экцій,  или  когда  ея  горизонтальная  проэкі^ія  будетъ  вогнутая  со  стороны 
сей  осп,  а  вертикальная  прсэкція  выпуклая. 

Обратпвъ  изложенное  нами  свойство  на  кривую,  заданную  двумя  кру- 
гами, мы  увидимъ,  что  ея  заданіе  составляетъ  частный  случай  упомянутаго 
предъ  симъ,  почему  сія  кривая  и  будетъ  находиться  въ  плоскости  наклон- 
ной къ  плоскостямъ  проэкцін  на  45  градусовъ.  При  томъ  сія  кривая  будетъ 
находиться  на  каждомъ  изъ  ея  проэктирующихь  круговыхъ  цилпндровъ,  слѣ- 
довательно  оная  кривая  будетъ  служить  пресѣченіемъ  плоскости  съ  однимъ 
пзъ  спхъ  круговыхъ  цилпндровъ,  но  пзъ  Аналитической  Геометріп  извѣстно, 
что  таковое  пресѣченіе  плоскости  съ  прямымъ  і^плиндромъ  будетъ  эл.шпспсъ. 


146.  Свойство  ,  по  которому  касательная  плоскость  къ  какой  ни  есть 
поверхности  въ  какой  ни  есть  точкѣ,  содержптъ  всѣ  касательныя  къ  сей 
поверхности,  проходящія  чрезъ  сію  точку,  можетъ  быть  доказано  анали- 
тически слѣдующимъ  образомъ  : 

Подоліимъ,  чшо  пмѣемъ  конечныя  диФФвренціальныя  уравненія  поверх- 
ности, то  есть  :  2  =:  9  (^,  у)  п  сі^  —         б?л- -і-  ^^^^,  гдѣ^^^  и  ^^^предста- 

вляютъ  дпФФеренціальные  предстоящіе,  взятые  въ  предложенной  Функціп  въ 
отношеніи,  соответственно,  къ  перемѣннымъ  х  п 

Извѣстно,  что  касательная  къ  поверхности  будетъ  касательна  и  къ 
кривой  линіи,  на  оной  начерченной ;  возмемъ  за  сію  кривую  пресѣченіе  ци- 
линдрической поверхности  съ  данною  поверхностію.  Положимъ,  что  )■  ~  У  (х) 
есть  уравненіе  цилиндра,  пресѣкающаго  данную  поверхность;  дпФФеренціаль- 
ное  уравпеніе  онаго  будетъ  (1у  ^  ^сіх,  гдѣ  есть  нѣкоторая  Функція  отъ 
.г  и  /. 
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Пусть  л-',/,  2  представляютъ  координаты  какой  ни  есть  точки,  па 
крпііой  пресѣчеііія  предложенной  поверхности  съ  предположенною  поперх- 
ііосшію  цплпндра  находящейся*,  уравненія  касательной  въ  сей  точкѣ  къ  сей 
кривой  пресѣчещя  бу дутъ  пмѣть  впдъ : 

2  —  г'  ~  А  (д:  —  х),  и  г  — /  —  В  (л?  —  х). 

Взявъ  дпФФѳренціалъ  оныхъ,  получимъ : 

^  д   ^ 

сіх         '  (Іу 

Но  сія  прямая,  равно  какъ  п  двѣ  пресѣкающіяся  поверхностп :  предло- 
женная и  цплиндрпческая,  проходитъ  чрезъ  данную  точку,  слѣдовательно 
получимъ  для  сей  точки  уравпенія  : 

еіх'  сіх' 

Чтобъ  вывести  изъ  перваго  уравненія  сі^  въ  отношеніп  къ  х'  для  пред- 
пологпенной  к2)ивой,  должно  на  мѣспіо  поставить  величину  ^'с^x'  онаго 
взятую  изъ  уравненія  цилиндра  ••,  по  вставленіи,  получимъ  : 

Но  чтобъ  прямая  была  касательна  въ  данной  пточкѣ  къ  данной  кривой, 
а  по  сему  и  къ  поверхности,  должно^  чтобы  дпФФеренціальные  предстоящіе 
для  сей  точки,  взятые  въ  отношеніи  къ  тѣмъ  же  перемѣннымъ,  были  равны 
въ  уравненіяхъ  какъ  сей  кривой,  такъ  и  прямой  линіп;  введя  сіп  условія, 
будемъ  пмѣть : 

■  ^=(ё)-ш^' •••-=/. 

Изъ  чего  и  слѣдуетъ,  что  уравненія  касательной  для  всѣхъ  точекъ  кри- 
вой линіи  бу  дутъ: 

-  —       [(,7р)     ('^р)  Я        —  х\  и  Г  —У  —я  {х  —  X). 

Въ  сихъ  уравненіяхъ  величины  х\у\^  пзмѣняясь,  перемѣняютъ  на  кри- 
вой лпніи  положеніе  точки,  а  для  той  же  точки  {х\  г',  з  )  величины  пере- 
мѣняютъ  впдъ  самой  кривой,  линіи*,  слѣдовательно  отношеніе  между  х,^,:, 
полученное  посредсшвомъ  пзк.іючешя  д  между  сими  двумя  уравненіями,  бу- 
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детъ  нмѣть  мѣсгао  прп  всѣхъ  касательныхъ  въ  точкѣ  (л:',^',  г'),  какая  бы 
іш  была  кривая  линія,  то  есть  будетъ  уравненіемъ  составленной  касатель- 
ными поверхности.    Прп  семъ  изключеніи  получпмъ  послѣдовательно : 


а  —-  — •,  г 

'  X  —  х' 


шп  2  —  г'  =  (^^)  {рс  —  X)  ч~  '^^^  (/  -  /), 


уравненіе  плоскости ,  проходящей  чрезъ  данную  точку,  которая  содержптъ 
въ  себЬ  всѣ  касательныя  въ  сей  точкѣ  къ  поверхностп,  а  по  сему  іі  назы- 
вается уіасателъноіо  плоспостію. 

Уравненіе  касательной  плоскости  можеть  быть  выведено  п  слѣдующимъ 
образ  омъ  : 

Пусть  М  =:  о,  гдѣ  ]М  есть  Функція  отъ  х,  у,  2,  представляетъ  намъ 
уравненіе  какой  іш  есть  поверхности  *,  предложпмъ  вывести  уравненіе  каса- 
тельной  плоскости  къ  сей  поверхности.  ДцФФеренщіальное  уравненіе  поверх- 
ности будетъ  іЫ  —  сіх ф;  гдѣ  (^'^  п  (^^^  суть  въ  х,/,  2  пред- 
стоящіе,  въ  велпчпнѣ  (іг,  величпнъ  сіх  и  ф^.Такъ  какъ  величина  2  дана  въ  хиу  ура- 
вненіемъМ— о,  то  можно  предположить,  что  оная  величина  2  поставлена  в*^^' 

п  въ  ^^^,  п  что  по  сему  сіи  количества  суть  извѣстныя  Функціи  отъ^г  и  у. 

Положимъ,  что  х',У,^'  будутъ  координаты  точки,  взятой  на  по- 
верхности-, оныя  должны  будутъ  удовлетворять  уравненію  М— о  сей  по- 
верхности, а  по  сему  и  ея  диФФеренціальному  уравненію ;  п  шакъ  будемъ 
пмѣть : 


(Ь'  =:  (-^^  (т"')     ^  уравненіе,  въ  которомъ  {^^~^  п 


составле- 


ны изъ  х  ну  одинаковымъ  образомъ,  какъ  ^"^.^  "         ^'^ъ  х  и  у. 

Пусть  ^  -^~\^  X  и-  Ъіу  —  ГМ  представляетъ  намъ  уравненіе  искомой  каса- 
тельной плоскости  оная  должна  пройти  чрезъ  точку,,  коей  координаты 
.г  , /',2'',  употребивъ  сіе  условіе  для  опредѣленія  предстоящаго  N  въ  предпо- 
ложснномъ  уравнеиіи,  получпмъ  для  уравненія  плоскости : 

Ь  {х  —  х)  нн  М  ( /  —  У)  —  о. 


Ъ    2 
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Плоскость  будетъ  касапіельна  къ  поверхности,  когда  точка,  взятая  па 
сей  плоскости  въ  безконечно  маломъ  разстолнііі  отъ  данной  точкп ,  и  лрп 
томъ  по  какому  бы  то  ни  было  направленію,  будетъ  находиться  также  п 
па  поверхности.  Сіе  условіе  выразится,  когда  мы  напіішемъ,  что  дшікререн- 
ціальное  уравнспіе  плоскости ,  взятое  для  точкп ,  коей  координаты  суть 
х\у',  г  ,  будетъ  толіественно  съ  диФФерепціальиымъ  уравненіемъ  поверхности 
взятымъ  для  той  же  точки.  И  такъ,  взявъ  дпФФерені^іалъ  уравненія  пло- 
скости и  замѣчая  при  томъ,  что  х',  ?  ',  :з  для  той  ліе  касательной  піоско- 
сти  постоянны,  будемъ  пмѣть  (1г -л~  Мф^  —  о  ,  п  для  точки  касанія 

получпмъ:  г/с' Ь с/х'нн  ІМ с//' =  о  5  при  томъ  уравненіе  поверхпостп  для  той 
;ке  точки  будетъ : 

Сіп  два  уравненія  должны  быть  тожественны  при  всѣхъ  величинахъ 
(іх  и        кои  произвольны,  а  по  сему  получпмъ  слѣдующія  условія :  .  а 

\і  —  —  Ч      —  —  (^)  '  ^  потому  уравненіе  касательной 

плоскости  будетъ : 

.  -     =  (X  -  сс')  (^і^)       {у  -У) 

147.  Мы  вывели  предъ  симъ:  уравненіе  касательной  плоскости  ,  слѣду- 
юцее 

^  ~ = С-ё)  — (^)  -/)••••  («)• 

Основываясь  на  томъ,  что  нормальная  въ  точкѣ  {х\у',г)  къ  поверх- 
ности должна  быть  перпендикулярна  къ  плоскости  касательной  въ  сей  точкѣ 
легко  вывести  и  уравненія  сей  нормальной.  Нормальная  проходптъ  чрезъ 
точку  слѣдовательно  ея  уравненія  будутъ  пмѣть  впдъ  : 

2  —  :з'  —  А  (а?  —  .г'),  и  г  —  г'  —  В  (/  — /). 

Сія  прямая  доллхиа  быть  перпендикулярна  къ  плоскости,  коей  уравненіе 
(«)  мы  вывели,  почему  и  получпмъ  условія ; 
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И  такъ  уравненія  искомой  нормальной  будутъ  : 
=  (^-^')'  п  2-2'  =  -  (^,)  (7-/),  пли 


0^5  уравнешлхъ  раасматриваеліыхо  поверхностей, 

148.  Мы  сказали,  что  производящая  цилиндрической  поверхности  должна 
быть  всегда  параллельна  данной  прямой  *,  по  сему  ея  уравнения  будутъ  : 

X  с=,,а2  ■+■  а, 
у  —  Ьт, 

Въ  сихъ  уравненіяхъ  а  и  Ь  постоянны  для  всѣхъ  положеній  произво- 
дящей, но  величины  а  п  (3,  постоянныя  для  одного  п  того  же  положенія 
производящей,  пзмѣняются,  когда  оная  перемѣняетъ  положеніе  ;  п  т^къ  ве- 
личины а  и  /і,  пли  что  все  равно  (^с  —  аг,)  и  (/  —  дг)  суть  вмѣстѣ  посто- 
янны и  вмѣстѣ  перемѣнны,  слѣдовательно  будутъ  Функціею  одна  отъ  другой } 
а  по  сему  общее  уравненіе  і^илиндрическихъ  поверхностей  есть 
/  —  Ь2,~(р{х  —  аг),  гдѣ  ср  представляетъ  какую  ни  есть  Функцію  отъ  (х  —  аг). 

Видъ  сей  Функціи  <р  зависитъ  отъ  свойства  кривой ,  направляющей 
цилиндра.  Сей  видъ  возможно  пли  не  возможно  выразить  аналитически,  смо- 
тря по  тому,  будетъ  ли,  или  не  будегаъ  подвержена  сія  кривая  лпнія  закону 
непрерывности. 

Изъ  предъпдущаго  слѣдуетъ  ,  что  уравненія  производящей  будутъ 
вмѣть  видъ  : 

X  —     =і:  «, 

у  —  Ьг  —  ср{а),  въ  которыхъ  пзмѣненіе  величины  а  показы- 
ваетъ  движеніе  производящей. 

149.  Положимъ  теперь,  что  пмІ.емъ  уравнеиіе  кривой  направляющей 
цилиндра,  которую  и  предположнмъ  какою  ни  есть  диояко -кривою  для  боль- 
шей всеобщности.  Уравиенія  ея  будутъ  ^  {х,у,7>)  —  о  уі/{хуу,€)  —  о,  гдѣ 
Г  и  /  представляютъ  нѣкоторыя  пзвѣстныя  Функціи  отъ  х,/  и  г. 


Явно,  что  вопросъ  сосіпоитъ  въ  томъ ,  чтобъ  опредѣлпгпь  въ  общемъ 
уравненіи  цплиидрпческихъ  поверхностей  /  —  =:  </)  (х  —  а;з)  (148)  впдъ  Функ- 
ціа  (р,  при  предполо/кеніп,  что  производящая  цилиндрической  поверхности 
проходитъ  чрезъ  данную  кривую. 

Производящая  во  всѣхъ  ея  положеніяхъ  проходитъ  чрезъ  данную  кривую, 
слѣдовательно  какую  бы  величину  а  ни  придавали,  уравненія 

Г  (х,г,  г)  =:  о,  ) 

\  }  данной  кривой  и 

х  —  а^  —  а,  \ 

у-Ь::.-ср.аЛ  УРавненія  произ- 
водящей должны  существовать  въ  то  же  время.    По  сему ,  естьли  пзклю- 
чпмъ   изъ  сихъ  чегаырехъ   уравненій   три  величины       у  иг,  то  будемъ 
имѣть  уравненіе  меяіду  а  и  (ра,  которое  представпмъ  чрезъ  /  [а,  <[.а)  —  о,  и 
которое  опредѣляетъ  величину  ера.  въ  и,  то  есть  видъ  Функціп  <р. 

ПоставпБъ  вмѣсто  а  и  ера  ихъ  величины,  получпмъ  для  уравненія  иско- 
мой цилиндрической  поверхности: 

/  {х  —  аг,/  —  д2,)  —  о,  въ  которомъ  видъ  Функціп  /  есть  тотъ  же,  какъ 
и  предъпдущаго  уравнеш'я  въ  а  и  ^а. 

150.  Пусть,  для  прпмѣра,  предложено  вывести  уравненіе  цилиндрической 
поверхности,  коеіі  основаніемъ,  на  плоскости  ду,  служить  вообще  какая  ни 
есть  кривая  лпнія  втораго  цорядка.  Уравненія  сей  кривой  направляющей 
будутъ  по  сему  :  ^  —  о  п  у  ~  тх  н-  7?х'.  Уравненія  производящей  будутъ 
имѣть  видъ:  х~а^-^-а,  у  ~.  Ьг  сра  .  .  .  (149),  гдѣ  а  и  Ь  постоянны  п 
даны. 

Такъ  какъ  производящая  пресѣкаетъ  данную  кривую  основаиія,  то  въ  то 

же  время  будутъ  имѣть  мѣсто  слѣдующія  уравненія  : 
2  =  0,  у  '  ~  іпх      л.ѵ^,  X      аг-ѵ^  а,  ^      ^:^  н-  сра. 

Изключпмъ  X,  у,  2  іізъ  спхъ  четырехъ  уравненій  •,  получпмъ  послѣдова- 
тельно :  ' 

—  тх      пх'.,  X  ~  а,  /  —  фл,  пли  (9"а)'  =г.  та  -ь  /гд', 
уравпеніе ,   которое  опредѣляегпъ  впдъ  Функціи  /  въ  уравненіи  /  {х  —  а~,, 


у  —  Ог)  —О  цилиндрической  поперхпостп.  И  такъ,  поставппъ  въ  выведенное 
уравненіе  на  мѣсшо  <ра  и  а,  соответственно,  ихъ  величины,  получпмъ : 

(/  —  дт,)'-  —  т  [а:  —  аі)  п  {х  —  лс)',  уравненіе  искомой  цилиндриче- 
ской поверхности.  Сіе  уравпеніе  есть  второй  степени ,  н  вотъ  почему 
цилиндры,  имѣюіціе  направляюп;тіц  кривыя  лпцін  втораіо  порядка,  называ- 
ются цилиндрами  втораго  порядка. 

Естьлп  пронзводяп^ая  цплиндръ  будетъ  перпендикулярна  къ  плоскости 
ху  его  основанія,  то  есть  когда  цилиндръ  будетъ  прямой ,  то  обратпвъ 
внпманіе  на  уравненія  ос  —  а:^  -л-  у  —  Ьг  ера  его  производящей  ,  полу- 
чпмъ условія:  а~о  п  Ь  —  о*,  слѣдовательно  выведенное  уравненіе  цилиндри- 
ческой поверхности  обратится  въ  у  —  тос  пх\  что  и  доллшо  быть,  ибо 
основание  есть  общая  кривая  какъ  сему  цилиндру,  такъ  и  плоскости  ху. 

І51.  Уравненіе  цилиндрической  поверхности  можетъ  быть  такліе  выве- 
дено, основываясь  на  ея  свойствѣ,  по  которому  касательная  плоскость  къ 
сей  поверхности,  въ  какой  пи  есть  точкѣ,  параллельна  производящей. 

Для  выведенія  сего  уравненія  пололишъ  ,  что  уравненія  х  ~  аг,  у  — ' 
представляютъ  прямую  проведенную  чрезъ  начало  коордпиатъ  и  коей  дол- 
жны быть  параллельны  производящія  цилиндра.    Мы  впдѣлп  предъ  спмъ  (146  и 
147),  что  уравнение  плоскости  касательной  къ  какой  ни  есть  кривой  по- 
верхности въ  точкѣ  коей  координаты     ,7  ,  2  есть 

_  -н  {у  -у) 

Выразимъ  аналитически ,  что  сія  плоскость  параллельна  данной  прямой 
X  —а%,  у  ~  Ьъ^  то  есть  наппшемъ,  что  оная,  при  прохолідеиіи  чрезъ  начало 
коордіінатъ,  содерліпшъ  сію  прямую.  Сіе  условіе ,  такъ  какъ  уравнение  пло- 
скости проходящей  чрезъ  начало  коордпнатъ  будетъ  5  ~  .г  [^у^    /         '  ^^"^^ ' 

Сіе  послѣднее  уравненіе  выражаетъ  свойство  цилиндрической  поверхно- 
сти, какого  бы  свойства  ни  была  кривая,  с.іуліащая  оной  основаніемъ,  или 
направляющая  двИіКепіе  ея  производящей  ;  сія  кривая  можетъ  быть  даліе  и 
не  подверлѵена  закону  непрерывности. 


152.  Чтобы  втлвестп  уравііеиіе  конической  поперхііосгпіі  вообще  ,  замѣ- 
тпмъ,  что  производящая  коііусъ  во  всѣхъ  ея  по.іоя;еніяхъ  проходить  чрез'і> 
цершину  онаго,  а  по  сему  ея  уравненія  будутъ  пмѣть  впдъ : 

а:  —  а  ■::ііа  (г  —  с), 

у—Ь-(і{і  —  с).  < 
Въ  сихъ  уравнепіяхъ  а,  Ь  и  <7,  означающія  координаты  вершины  конуса, 
постоянны  при  всѣхъ  возмояіныхъ  положеніяхъ  производящей,  а  а,  и  /3,  по- 
стряиныя  для  одного  и  того  ліе  положенія  производящей,  будутъ  пзмѣняться 
при  ея  дішліеніи. 

И  такъ  во  всякой  конической  поверхности ,  когда  принимаемая  въ  раз- 
судхденіе  опой  точка  перемѣняетъ  положеніе  на  той  же  производящей,  обѣ 

эс  —  сі     у  —  Ъ  • 
величины  а  и  /3,  или  равныя  имъ  и*^^        ,  постоянны;  естьлп  же  сія  точка 

—  с     3  —  с 

перемѣияетъ  положеніе,  переходя  сь  одной  производящей  на  другую  ,  гао  оба 
сіп  количества  будутъ  изменяться. 

Изъ  сказаннаго  слѣдуетъ,  что  два  количества   и  вмѣстѣ  по- 

2           С        "  —  С 

стоянны,  п  вмѣстѣ  перемѣнпы  ,  слѣдовательпо  будутъ  Функіціями  одно  отъ 
другаго  5  а  по  сему  общее  уравнеьіе  коническихъ  поверхностей  будетъ  : 

у  —  ^  ос  —  а 

—^;^  —  9-  ^>  гдѣ  ср  означаете  какую  ни  есть  Функцію. 

Видъ  Функціи  ср  зависипіъ  отъ  свойства  кривой  ,  основанія  конуса,  пли 
его  направляющей.  Сей  впдъ  будетъ  или  аналитической,  или  нѣтъ,  смотря 
по  тому,  будетъ  или  не  будетъ  кривая  подвержена   закону  непрерывности. 

Изъ  показаннаго  усматрпваемъ  ,   что  уравненія  производящей  конуса 

X — а  у  —  3  _ 

оудутъ  :  _^  _  ^  ~  а,  п  — -       (ра,  гдѣ  а  будетъ  параметромъ,  отъ  пзмѣнешя 

коего  завпситъ  движеніе  производящей. 

153.  Положимъ  теперь,  что  пмѣемъ  уравненія  кривой,  направляющей 
конуса,  которую  предположпмъ  какою  ни  есть  двояко  -  кривою  лпніею  ,  для 
большей  всеобщности.  Уравненія  ея  будутъ  Р  (а-,^-,  г)~о,  и /  {х^у^  г)— о, 
гдѣ  Гну  представляютъ  извѣсшныя  Функціп  отъ  х,  у  п  с. 

Явно,  что  вопросъ  состоптъ  въ  томъ,  чтобъ  опредѣлить  въ  общемъ 
уравненіи  коническихъ  поверхностей  "^- — ^  —  ір  - — -  ...  (1 52)  впдъ  ФункЕ^іи  ср. 
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при  предположеніп,  что  производящая  конической  поверхносшп  проходптъ 
чрезъ  данную  кривую. 

Производящая  во  всѣхъ  ея  положеніяхъ  проходить  чрезъ  данную  кривую, 
слѣдовательно  какую  бы  величину  «  ни  придавали,  уравненія : 


/  7,)  — о 

X  —  а 


и 


у  —  Ь 

—ера 


данной  кривой,  п 


>уравненія  произ- 


г  —  с 

водящей  до.іжны  существовать  въ  то  же  время. 

По  сему,  естьлп  изключимъ  изъ  сихъ  чётырехь  уравиеній  три,  величины 
л",^",  г,  то  будемъ  пмѣть  уравненіе  между  а  и  ^а,  которое  представпмъ 
чрезъ  /  (се,  (]г«)  —  о,  и  которое  опредѣдитъ  величину  (ра.  въ  а,  то  есть  впдъ 
Функціп  ф. 

По  вставленіп  на  мѣсто  а  и  ера  ихъ  велпчпнъ,  уравненіе  искомой  кониче- 

I-            ^Іх  —  а    у  —  Ь\ 
скоп  поверхности  оудетъ  /  (   ,   —  1  =:  о,  въ  которомъ  видь  Функцш  ф 

есть  тотъ  діе,  какъ  п  предъидущаго  уравненія  въ  а  и  фа. 

154.  Пусть,  для  прпмѣра,  предложено  вывести  уравненіе  конической 
поверхности,  коей  основаніемъ  на  плоскости  ху  слулштъ,  вообще,  какая  ни 
есть  кривая  линія  втораго  порядка.  Уравненія  сей  кривой  направляющей 
будутъ  по  сему  г~о  та  у^  —  та:  -і-  пх"^. 

Уравненія  производящей  имѣютъ  впдъ   —  аи  ^  ~ц>а.,.  (152)' 

гдѣ  а,  Ь  п  с  суть  координаты  вершины,  а  по  сему  величины  постоянныя. 

Поелику  производящая  пресѣкаетъ  данную  кривую  основанія,  то  въ  то 
же  время  будутъ  пмѣть  мѣсто  слѣдуюш,ія  уравненія  : 

X'  —  а          у  —  Ь 
2  ~о,  У"'^  ~  тх  -I-  /гх^,  — :  —  а,   =  фа. 

^  2    С  2  —  С 

Изключимъ  у,  2  цзъ  сихъ  четырехъ  уравненій*,  получпмъ  послѣдова- 
тельно : 

у  *^  ~  тх  ч-  их'\ 

X  —  п 

~  ^  —с^',  \х\их~а  —  с  а*, 
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^^-^  —(рсс,  ила/  —  Ь  —  ее; а;  откуда  будемъ  имѣть  : 

{1) . —  с  с[а)  >-  —  іп  {сі  —  са)  -і-  п  {а  —  са)"^. 

Сіе  послѣднее  уравнепіе  опредѣ.іяетъ  впдъ  Функціи  /  въ  уравненіи 

у  ['1 — -  ^  — ^\  —  о  конической  поверхности.    И  такъ,  поставпвъ  въ  оное 


уравнеиіе  на  мѣсто  сра  п  а  пхъ  величины,  соошвѣтственно  — -  и  -  ~—  ,  по- 
лучпмъ : 


уравненіе  искомой  конической  поверхности,  коей  основашемъ  слуяіатъ  кри- 

выя  линіи  втораго  порядка. 

Естьли  бы  данная  кривая  линія  перемѣнплась  въ  прямую  лпнію,  тогда 

получплп  бы  длл  изключенія  ^с,^',  г  уравненія : 

I         ,1  X  —  а           у —  Ь 
г  —  О,  у  —  ах  -л-  о  .  із:  а,  ~  ф». 

г  —  с  %  —  с. 

По  производствѣ  сего  цзключенія  имѣли  бы  слѣдующее  уравненіе  иско- 
мой поверхности : 

у—Ь         ,(  х—а\ 
О  —  С  ~а  [а  —  с  -I-  у , 


3  —  с  \^  г  — 

отношеніе  первой  степени  мсліду  от,  у  и  г,  показывающее,  что  произведенная 
въ  семъ  с.іучаѣ  поверхность  была  бы  плоскостію. 

Пресѣчемъ  коническую  поверхность,  коей  уравненіе  мы  предъ  спмъ  вы- 
вели ,  и  которой  основаніемъ  въ  плоскости  ху  служатъ  крпвыя  линіи  вто- 
раго порядка,  плоскостію,  параллельною  сей  плоскости.  Уравненіе  сѣкущей 
плоскости  будетъ  г,  ~  сі,  и  мы  по.іучпяъ  для  кривой  пресѣченія  существу- 
ющія  въ  то  же  время  два  уравненія: 

і  Ь  —  с  —  т  ( а  — с  — — )  ^піа  —     — и  2  =:  с/. 

\  г  —  с;  V  г  — с)  \  ъ  —  с) 

Изключивъ  2  изъ  сихъ  уравненій,  получимъ  проэкцію  сей  кривой  на  пло- 
скости ху^  или,  такъ  какъ  плоскость  кривой  параллельна  сей  послѣдней  пло- 
скости, получимъ  уравненіе  сей  самой  кривой,  которое  и  будетъ  : 

опіношеніе  между  х  и  /  второй  степени ,  вида  ру^     ^x^      //  -н  (іх  —  у, 


1Ъ6 


показывающее,  что  крпвая  сѣченія  будетъ  кривою  лпніею  втораго  порядка, 
гао  есть  подобна  осиованію  конуса.  ^ 

Уравненіе  конпческой  поверхностп,  выведенное  нами,  можетъ  быть  пред- 
ставлено такъ: 

[^(г— с)— с      —       —т{г  —  с)  [а(2—с)~с(x  —  а)]-^-7^[а{г—с)-^-с{x—а)]■>. 

Положпмъ,  что  сѣкущая  плоскость,  параллельная  плоскостп  основанія, 
принпмаетъ  частное  положение  на  высоту  отъ  плоскости  ^с^',  равную  с, 
коордпнатѣ  вершппы  конуса;  тогда  уравненіе  сѣкущей  плоскости  будетъ 
г  — г,  а  уравненіе  крпвоіі  пресѣченія  съ  коническою  поверхностію, 

[ — с{)-  —  Ь)у—п  [с{х—а)У^  или 

—  с  {у  —  Ь)  —  с{х  —  а).-*-\/п,  или 
^  —  Ь  —  Ч^\/п  (х — а). 

Сіе  уравненіе  можетъ  быть  удовлетворено  величинами  х  а,  у  т~  Ъ  въ 
то  яіе  время,  что  и  даетъ  точку,  и  именно  вершину  конуса  для  искомаго 
пресѣченія. 

155.  Уравненіе  конической  поверхностп,  самое  общее,  моікегаъ  быть 
выведено,  основываясь  на  ея  свойствѣ  относительно  къ  касательной  плоско- 
сти, по  которому  касательная  плоскость  къ  конусу  всегда  проходптъ  чрезъ 
вершину  онаго,  при  какой  бы  то  ни  было  кривой  его  направляющей.  Выразимъ 
сіе  условіе  аналитически  *,  для  сего  пусть  д,  с  представляютъ  намъ  коор- 
динаты вершины  •,  уравненіе  касательной  плоскости,  вообще,  есть  (146) 

ъ  — ъ  —{х  —  х)\-Л-^  [у  —у) 


Чтобы  сія  плоскость  проходила  чрезъ  вершину,  должно,  чтобъ  'коорди- 
наты X  ^п^.  а  ,  у  ~  Ь,  г  ~  с  сей  точки  удовлетворяли  ея  уравненію  ,  то  есть 
должно  пмѣть : 

с  — ъ  —  {сг  —  х)  Ф  — у)  ^Т""/)'  искомое  условіе,   въ  которомъ 

(і^  Ь  п  с  означаготь  координаты  вершины ,  и  которое  выражаетъ ,  что 
крпвая  поверхность  есть  коническая,  не  означая  свойства  кривой,  служащей 
основаніемъ  или  направляющею  конуса  *,  сія  кривая  можетъ  быть  и  не  под- 
верл;ена  закону  непрерывности. 

156.  Всѣ  поверхности  вращенія  имѣютъ  свойство,  по  которому  пре- 
сѣкаются  плоскостію ,  перпендикулярною  къ  пхъ  осямъ ,  въ  кругахъ  ,  коихъ 
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ценшръ  находится  на  оси,  п  сл  едовательно  которыхъ  всѣ  точки  рапно  отсіпоятъ 
отъ« какой  ни  есть  той  же  точки  на  оси  взятой.  Основываясь  на  семъ 
свойстпѣ,  займемся  выпеденіемъ  общаго  уравпенія  всѣмъ  повсрхиостямъ  вра- 
щепія,  въ  ве.шчпнахъ  конечныхъ. 

Для  сего  пусть  уравненія  ^с~А.:^-^-а,^^~В^-^-^>  представляютъ  иамъ 
уравпепія  оси  вращенія;  плоскость,  перпендикулярная  къ  оной  прямой,  бу- 
детъ  выражаться  уравненіемъ  А.  х  В  у  -л- т,  ~  а.  Въ  уравненіп  плоскости 
величина  а  будетъ  постоянна  для  одного  и  того  л;е  пололіенія  оной  ,  и  бу- 
детъ  изменяться  при  переходѣ  отъ  одной  перпендикулярной  къ  оси  къ  дру- 
гой таковой  же  плоскости. 

При  томъ  ось  враш,епія  встрѣчаетъ  плоскость  въ  точкѣ,  коей  коор- 
динаты сз'ть  X  1=::  <7,  =: 2  о  ?  сію  точку  прпмемъ  за  і^ентръ  обп^ій 
концентрпческимъ  шарамъ  уравненіе  всѣхъ  спхъ  шаровъ  будетъ 
[рс  —  а)'  -^~{у  —  ^)^  -  '  =  /3',  гдѣ  /3  будетъ  постоянною  величиною  для 
одного  и  того  ліе  шара,  и  перемѣнною  при  переходе  отъ  одного  шара  къ 
другому. 

Естьли  точка,  принятая  нами  въ  разсул;деніе  находящеюся  гдѣ  ни  есть 
на  поверхности  вранценія,  будетъ  двигаться  по  оной,  но  всегда  въ  соот- 
ветствующей ей  перпендикулярной  плоскости  къ  осп  ,  тогда  а  будетъ  по- 
стоянна ;  при  томъ  сія  точка  будетъ  всегда  принадлеліать  въ  семъ  случаѣ 
одному  и  тому  же  изъ  предполагаемыхъ  нами  шаровъ,  следовательно  и  вели- 
чина /3  будетъ  также  постоянна.  Когда  же  сія  точка,  двигаясь  по  поверх- 
ности, выходитъ  изъ  той  ліе  перпендпкз^іярной  къ  оси  плоскости,  то  вели- 
чина а  будетъ  изменяться;  но  тогда  сія  точка  будетъ  также  переходить 
съ  порерхности  одного  изъ  предполагаемыхъ  нами  шаровъ  на  другой.  И  такъ 
величины  а  и  /З^,  или  равныя  онымъ,  соотвѣтственно  :  кх  н-  В^-  н-  г  и  (.г  —  а^-і- 
[у  —  і>У  -*-  2',  будутъ  имѣть  свойство  ,  по  которому  вмѣстѣ  и  постоянны 
н  переменны  ,  слѣдовательно  одно  изъ  нихъ  будетъ  Функціею  отъ  другаго , 
то  есть  получпмъ : 

(.г  —  пу-  -4-  —  ду  г'  —  ф  (Ал-  В)-  г),  уравненіе  поверхностей  вра- 
щенія ,  въ  кошоромъ  ср  означаешь  какую  ни  есть  Функцію,  которой  вндъ 
заг.иситъ  отъ  свойства  кривой,  производящей  поверхности  вращенія. 

Когда  ось  вращепія  нроходптъ  чрезъ  начало  коордпнатъ  и  параллельна 
оси  г,  будемъ  имѣть  услоіія : 

і8 
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к  —  о,1^  —  о,  а  —  о,  Ь  ^  о,  п  предъпдущее  уравненіе  обрагашпся-  въ 
а-^  н-     "  <72  НЛП  2  =:  г/^  (.г  '  -ь-^^),  гд ѣ  (р  и  -Ц)  озііачают-ь.  какія  на  есть. 
Фуіікціп. 

15Т.  Пололаімъ  теперь,  что  пмѣемъ  уравпепш  кривой  производящей  по- 
верхности вращенія,  которую  мы  предполоѵтшмъ,,  для  большей  всеобщноспні, 
какою  ни  есть  двояко-крпвоіо  линіею.  Уравнеііія  еой  кривой  будутъ 
Г  (х, г)  о  п  /{х,у,  г)  ~о,  гдѣ  Г  п  /  представляютъ  ызвѣстныя  Функціп 
ошъ  X,  2.  Явно  ,  что  лопросъ  о  выведеніп  уравненія  поверхности  враще- 
нія,  коей  ось  предполагается  прямоіО'  а?  —  Аз  <?,  у—  В  г  -і-  Ь,.  будетъ  со- 
стоять къ  опредѣленіи  вида  «і-ункПіІй  ср  въ  общемъ  уравнеиіи  поверхностей 
вращепія  : 

(,г  — а)'^      {у  —  ^У^         =:  ср  (Л.г  -н  Ву--*-  г)'  .  .  .  .  (150)'.. 
Уравненія  круга,  описаннаго  какою  пп  есть,  точкою^  кривой  производя- 
щей, будутъ,  какъ  мы  впдѣлн  предт»  симъ, 

Ал:  -  и  В/  н-  г  =  а,  {х  —  л)''      (/  —  Ь)''-  -4^  г''-  ~  <ра. 

По  чтобы  поверхность  вращенія  содержала  данную  кривую  производя- 
щую, должно,  чтобъ  сія  кривая  была  пресѣкаемзі  кругами  поверхности  при 
всѣхъ  величинах!,  придаваемых^.  а,.н  такъ,.изключивъ  пзъ  четырехъу2>авпеиш: 

Г  {Х,.у,  2)  =  о,, 
/  {^ГІГ  2)  =  О,. 

(х  —  а)'-  -+-  (^^  —  Оу^  Г  2'-  —  ^щ. 
три  величины  х,  у,  2  получимъ  желаемое  отношеніе  между  а  и  (ра,  которое 
мы  предсшавимъ  чрезъ  /  (ссу^ра)  —  о,  и  по  коему  величина  <ра  въ  а,  то  есть 
видъ  Функціи  ср,  совершенно  опредѣлится. 

По  сему,  замѣнпвъ  въ  семъ  послѣднемъ  уравнеиіи  а  и  (ра-  равными  опымъ 
величинами,   соотвѣшсгавешю  Ах  и-  Ву  -і-  2  п  (х —  л)^  -+-  (7'  —  ^)^ 
получимъ : 

/  {Ах  --1-  2,  (х  —       н-  (^^ —      -и  г-")  г=:  о,,  уравненіё  искомой  по- 

всрхиости  вращенія. 

158.  Пусть,  для  примѣра  ,  предлоягено  вывести  уравнеиіе  поверхности- 
вращенія,  коей  производящею  будетъ  к])ігоая  лпнія  втораго  порядка,  а  осью- 
ось  2.  Тогда  получимъ  для  уравненій  производящей:  —  -л- т',  х  ~  о,  я 
для  круга  сѣченія,  перпендикуляриаго  къ  оси  вращенія,  уравпепія : 
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ггга,  х'^  -н  2''  ~  (рсс.  Изъ  сихъ  чешырехъ  урапііенпі  (1>1)  іізк.почпмъ  .г,  у,  г; 
по.іучимъ  послѣдопателыіо  : 

/»й  »-  па'^  п      -н      ~  </:«,  пли       -I-       н-      =:  </«. 
Посташіпь  па  мѣсто  а  и  ([а  пхъ  пеличтіы  2  іі      -+-/^ -ь- :з'',  будемъ  пмѣть: 
_і_ —  X* -н уравнепіе  искодюй  поперхпосгпп  вращепія. 
Изъ  выведсцііаго  уравііенія  получгі.мъ  уравііеиіе  поверхности  вращеиія, 
произведен  пой  пперболою  около  осп  г,  предпололшвъ  п  положипіелыіымъ  сія 
поиерхиость  называется  пперболопдомъ,    Положпвъ,  что  п  отрпг^ательпьш, 
получпмъ  уравпепіе  т-.  —  /г::'  —  х'^  і        которое  будетъ  прцпадлеліать  эллип- 
соиду вращенія.  Прпдавъ  //.  велпчппу —  1,  получпліъ  уравнепіе  тъ  —  у>^-\-  ссі~і~  7:\ 
ирппадлежащсс  шару,    Полоікивъ  и  ~  о,  получимъ  для  параболоида  уравпепіе 

159.  Займемся  теперь  выгедепіемъ  уравпепія  косаго  філипдра,  основы- 
ваясь па  опредѣленіи  сей  поверхности,  по  которому  оная  производится  дви- 
жепіемъ  прямой  параллельно  данной  плоскости,  по  двумъ  кривымъ  ,  пепзмѣ- 
плющимъ  ни  пхъ  вида,  ни  положенія. 

Пусть  Р  (.г,  7,  2)  =:  о,  /  {х,  /, =г  о  и  Г'  {.г,у,  з)  —  о,/'  (х,  у,  г)  =  о,  пред- 
ставляютъ  намъ  уравнепія  двухъ  двояко  -  крпвыхъ  лпній,  направляющпхъ 
косаго  цилиндра  ,  и  г  -у-  М.г  н-  К^-  =;  пусть  будетъ  уравнепіе  плоскости 
параллелизма. 

Уравненія  прямой  производящей,  удовлетворяющей  при  ея  движеніи  ка- 
кому ни  есть  закону,  будутъ  пмѣть  слѣдующій  общій  видъ  : 

X  ~  а::,  -н  (ра^у  —  г//ій.  2  -і^  соа. 

Въ  спхъ  уравненіяхъ  а  пзмѣняется  при  движеніи  производящей,  и  по- 
стоянна для  того  л;е  опой  положенія,  а  д?,  і/»,  м  озпачаютъ  «і»ункціи  ошъ  а, 
завпсящія  отъ  закона,  коему  подвержено  движеніе  производящей.  Чтобы  взя- 
тыя  нами  уравненія  прямой  принадлежали  производящей  косаго  цилиндра, 
должно  опредѣлпть  видъ  Фупкціій  ср,  и  м  изъ  условій,  входящихъ  въ  опре- 
д^1еніе  сей  поверхности. 

Производящая  доллиіа  встрѣчашь  во  іісЬхъ  ея  пололіеиіяхъ  пс^эвую  кри- 
вую направляющую,  почему  ея  уравнен ія  и  уравненія  сеіг  кривой  должны 
существовать  въ  то  же  время,  и  мы  получимъ  четыре  уравпенія : 


1/іО 

Изкліочивъ  пзъ  спхъ  четырехъ  уравнепій  три  величины  дг, г,  получимъ 
условное  уравнение  между  а,  ^)а,  а  и  ыа,  которое  и  предсшавпмъ  чрезъ 
ф  (а,  (ра,  іІ>а,  соа)  —  о.  (1). 

Производящая  должна  также  встрѣчать  во  всѣхъ  ея  поло;кеніяхъ  вто- 
рую кривую  направляющую,  почему  и  получимъ  слѣдующія  одновремешіыя 
уравнепія  : 

г'  (^с,у,  г)  —  о,  /'  (л-,/,  2)  =  о,  л-  =  «2  фа, ^  =  -іра.  г  сои.  Отсюда  пз- 
ключпвъ  лг-,  ^^,  2,  будемъ  пмѣть  второе  условное  у равненіе  между  а,  ера,  ^>а  а  ыа, 
которое  п  означимъ  чрезъ  (р  (а,  ера,  іЬа,  соа)  —  о.  (2). 

Пропзводяш,ая  доллша  двигаться  параллельно  данной  плоскости  л  н-  Мх  -і- 
~        слѣдовательно  между   предстоящими  сего  уравненія  и  между  пред- 
стоящими предпо.южепныхъ  урасненій  сей  производящей  будетъ  существо- 
вать условіе,  выражающее  сію  параллельность,  которое  мы   означимъ  чрезъ 
<г'  ІМ,Т<,а,гі^а)—о.  (3). 

Изъ  трехъ  показанныхъ  нами  усдовій  вопроса  (1),  (2)  и  (3)  легко  можно 
вывести  виды  Функіцій  ф,  я/>  и  со  •,  снхъ  Функцій  величины  въ  а  поставивъ  въ 
уравнение  предпологкенпой  производящей  косаго  цилиндра 

X  —  п::  -I-  сра,  у  —  т^^с^г  -л-  соа.  получимъ  точно  уравненія  сей  прямой. 

Чтобъ  вывести  уравненіе  поверхности,  составленной  всѣми  сими  произ- 
водящими, должно  написать  свойство  производящей,  незавпсящее  отъ  ея 
частнаго  полояіенія  по  такъ  какъ  различныя  положенія  сей  прямой  зависятъ 
отъ  величины  «,  то  изключпвъ  сію  величину  а  между  двумя  уравненіями 
производящей  косаго  цилиндра,  получимъ  уравнепіе  между  х,  у,  г,  которое 
будетъ  уравпеніемъ  консчнымъ,  представляющшмъ  искомое  уравненіе  косаго 
цплиндра. 

160.  Пусть,  для  примѣра,  требуется  вывести  уравненіе  поверхности, 
произведенной  двияіеніемъ  прямой,  параллельно  плоскости  г^-,  по  двумъ  пря- 
мымъ  же  линіямъ,  изъ  коихъ  одна  находится  вь  плоскости  хг,  а  другая  въ 
плоскости,  параллельной  оной. 

Уравнснія  прямыхъ  направляющихъ  будутъ  :  2=:  ах -\-  Ь у  п  у  ~  о,  и 
второй  2  ~  ах  -л~  Ь  м.  у  —  т.    Урапненія  производящей  пусть  будутъ: 
г  —  «2  н-  (/)«,  X  ~  ■\^а.7,  -I-  (>)а,\  такъ  какъ  оная  прямая  должна  быть  параллельна 
плоскости  7.у,  то  ея  проэкція  на  плоскости  Х2  будетъ  пара.ідельпа  оси  2,  а 
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по  сему  \1>а—о,  п  слѣдопаптельно  уравнснія  пропзиодящей  будутъ  имѣть 
віцъ  :  у  ~      -л-  (ра,  х  =:  ыа. 

Прямая  производящая  при  всякомъ  ея  полол;епііі  должна  всшрѣчать 
первую  направляющую,  почему  и  будутъ  пмѣть  мѣспто  въ  то  л;е  время 
слѣдующія  уравненія  :     =:  ссг  -+-  фа,  ос  —  ыа^  у  ~  Оу  т,  ~  ах  Ь'. 

Изключимъ  X,  у,  7,  іізъ  спхъ  чешырехъ  уравненій ;  получпмъ  послѣдо- 
вательно : 

о  —  аъ^-  (ра,  2  —  , 

а 

2      а      н-  о  ,  ~  асда      о  ,  или 

а 

аама-л- Ь  а (р>а  ~  О  .  .  .  (1),  условное  уравиеніе,  чтобы  производящая 
встрѣчала  первую  направляющую. 

Прямая  производящая  должна  такяіе  встрѣчать  во  всѣхъ  ея.положеніяхъ 
вторую  направляющую  ,  почему  и  будутъ  существовать  въ  то  же  время 
слѣдующія  уравненія  : 

^  =  аг      фл,  X  —соа,/  ~  /тг,  2  ~  ах  -ь  Ь. 

Изключпмъ  X,  у,  2  изъ  снхъ  четырехъ  уравненш  5  получпмъ  послѣдова- 

т  —  сра 

шельно  :  пы^а'г,  -і-  фсс,  2  ~   , 

.    т  —  (ра  .  . 

2  —  аыа-і-  О,    —  асоа  -  н  о,  пли  ааыи  -і-  да  ^  (ра  —  т—о....  (2), 

условное  уравненіе,  чтобъ  производящая  встрѣчала  вторую  направляющую. 

Изъ  выведенныхъ  нами  предъ  спмъ  уравненій  (1)  и  (а),  то  есть : 
а  асоа  Ьа  -і-  (ра  —  о,  и  аасоа  -+-  да  д)а  —  т  —  о,  опредѣлпмъ  видъ  Функіі^ій 
(оа  и  (ра.  Получпмъ  послѣдовательно : 

а  [а  —  а)ыа-^{Ь  —  д)  а  -+-  т  —  о,  откуда  соа  —  , 

а  [а' — й) 


гі'         1   '\          /           '\                 '                                  іЬа' — Ь'а)а — та' 
{О  а  —  оа)  а      {а  —  а)(ра~^-  та  —  о,  откуда  (ра  —  . 

а  —  а' 

Величины  ,  выведенныя  предъ  сіімъ  для  о)а  и  (ра,  поставпмъ  въ  предполо- 
ліенныя  уравненія  производящей,  которыя  отъ  сего  постаповлеиія  обратятся 
въ  удовлетворяющія  уравнепія  условіямъ  вопроса,  и  будутъ  : 

(/>а'  —  1/'а)  а  —  та' 

Г  -♦-  аг  н-  , 

и  —  а'  ' 


X  ~  г  

а{а'  —  а) 

Изкліочіівъ  а,  которой  часппіая  велпчйна  опредѣляегпъ  положеніе  произ- 
водящей, П37.  спхъ  двухъ  уравпеиій,  получимъ  оганошеніе  ліежду  у,  ігш 
ураппеиіе  пскомой  поверхноеггаі.  При  пропзводсшвѣ  сего  нз^шсі-енія  будемъ 
іімѣть  : 

[а  —  а) у  ~  а{а  —  а)  2  —  фа  —  ІІп)  а  —  та\ 
а  [а  —  а)  ее  ^п.  {Ь  —  Ь  )  и  —  т  •,  "или 
[а  —  а)  у  н-  та  —  а  [{а  —  а)  ъ  -і-  Ьа  —  Ь'     и  ' 

т 

ш  =  откуда  пол^^пмъ  : 

[{а  —  а)  у  -н  та]  [Ь  —     —  {а  —  а)  .г]  =  т  [(  а  —  л')  2  -ь  Ьа  —  Ьа^, 
уравнепіе  косой  лаоскослт  •■,  вторая  степень  сего  уравпенія  показъіваетъ,  что 
сія  поверхность  есть  поверхность  втораго  порядка- 

Пресѣчемъ  поверхность,  коей  уравнепіе  предъ  спмъ  выпели,  плоскостііо 
параллельною  ея  иаправлліош,пмъ,  то  есть ,  которой  уравненіе  будетъ  у  — :  іі  % 
получпмъ  для  уравненія  проэкціи  линіи  пресѣчепія  діа  плоскости  ос::  отиоше- 
ніе  ме;кду  х  п  г,  первой  степени,  что  и  показываегаъ,  что  сіе  прссѣченіе 
будетъ  прямая  лпнія. 

Разсѣкая  поверхность  плоскостію  ху,  которой  уравиеніе  есть  :;=го,  ц 
параллельными  оной  плоскостями,  копхъ  уравпеніе  есть  ;з  ~  /г,  получнмъ  для 
К2іивых7>  пресѣчеиія  пперболы  *,  разсѣкая  же  плоскостями,  перпендикулярными 
къ  плоскости  ху^  копхъ  уравпеніе  будетъ  у—рx-\~^,  получаемъ  параболы. 
И  такъ  сія  поверхность,  разсѣкаясь  въ  кривыхъ,  даетъ  пперболы  п  параболы, 
что  согласно  съ  сказаннымъ  нами  въ  §  62. 


О  щзе^т^ставленш  поверхностей  относительно  Ко  плоскостями 

проэкцій. 

1С1.  Мы  сказали,  что  цплиидръ  задается  въ  Начертательной  Геоме- 
тріи  его  основаніемъ  и  производящею  •,  по  часто  нужно  бываетъ  умопред- 
ставлсніе  сей  поверхности  въ  простраиствѣ,  предполагая ,  что  данная  про- 
изводящая, совершпвъ  все  ея  двпженіе  по  условіямъ,  входящпмъ  въ  опредѣле- 


« 


иіс  цилиндрической  поверхности,  оппсала  всю  таковую  ііопе])хиосиіъ.  По  сему 
лужио  будетъ  показать  способъ ,  употребляемыііг  для  означеиія  даннаго  его 
производлщею  м  ословапіемъ  цилиндра,  въ  проэкцілхъ  всей  поссрхлостп. 

Пре^тьльѵ  на  вертикальной  плоскости.  Смотря  па  вертикальную  пло- 
скость, предполагаютъ,  что  лучи  зрѣпія  падаютъ  къ  опой  ііорпепдикулярноѵ 
почСіМу  крайніе  лучи  зрѣнія  при  обозрѣваніи  цилиндра  будушъ  касапіельны 
къ  оному,  п,  по  свойству  сей  поверхности,  составятъ  касательную  къ  ціі- 
лшгдру  плоскость  ,  пропедеппую  къ  нему  перпендикулярно  къ  вертикальной 
плоскости  проэкцій.  Ст^юятъ  таковую  плоскость  •,  въ  принлтомъ  нами 
елучаѣ  рѣшепіе  вопроса  опредѣляетъ  двѣ  плоскости  ,  коихъ  слѣды  горнзон- 
іткільпые  ^^'  п  гѵ  (фиг.  14)  будутъ  касательны  къ  основанію  и  при  пюмъ 
перпендикулярны  къ  осп  проэкцій.  ТГропзподян^ія  касанія  (г/У,  ^у'у  )  и  (/ і,^,  ѵ^) 
будутъ  отдѣлять  па  цнлиидрѣ,  относительно  къ  вертикальной  плоскоснш, 
видимую  часть  отъ  певиднлюй,  а  по  сему  пхъ  вертпкальныя  проэкціи  сі  /  и 
г  ^  будутъ  предѣлами  вертикальной  проэкцін  даннаго  цилиндра.  Видимая 
часть  онаго  будетш  соотвѣтствовать  части  ^р^  кривой^  осишанія,  а  певп- 
дпмая,  части  сііг  той  же  крпвойі. 

Пре^зрілы  па  горшонталѵиои  плоскости:  Смотря'  на  горизонтальную' 
плоскость,  предполагаютъ,  что  лучи  зрѣнія,  п^п  обозрѣпанін  цилиндра,  па- 
даютъ къ  сей  плоскости  перпендикулярно  ,  почему  крайніе  лучп  зрѣнія 
будутъ  касательны  къ  цилиндру,  п  по  свойству  сей  поверхности  составятъ 
касательную  къ  оной  плоскость ,  проведенную  перпендикулярно  къ  горизон- 
тальной плоскости  проэкціи..  Строяіпъ  таковую  плоскость  въ  принятомъ 
памп  случаѣ  рѣшеніе  вопроса  дастъ  двѣ  плоскости  ,  коііхъ  горизонтальные 
слѣды  рп.  п  іи  будутъ  касательны  къ  основанію  п-  при  томъ  параллельны 
горизонтальнымъ  проэкціямъ  пропзводяіцпхъ.  Производящая  касанія  , «  ) 
и  {іиуіи)  будутъ  отдѣлять  на  ц^илипдрѣ  ,  относительно  къ  горизонтальной" 
плоскости  проэкцій,  видимую  часть  онаго=  отъ  невидимой;  а  по  сему  пхъ 
горпзонтальныя  проэкціи  ри  п  Ііо  бу'дуптъ  предѣлами  горпзоішіальпой  проэк- 
ціи  даннаго  цилиндра.  Видимая  часть  онаго-  будетъ  соотвѣпіс/нвовать  части 
^'^р  кривой  основанія,  а.  невидимая'  —  части  Ігр  тож  же  кривой. 

102.  Излол;енный  нами  способъ  опредѣлять  проэкціи  даннаго  цилиндра* 
п  части  онаго  ::  видимую  п.  невидимую   отиосителыЮ'  къ  пл.оскостямъ-  про> 


экцій,  разрѣиіаешъ  непосредственно  вопросъ  о  пзобралхеніи  въ  проэкціяхъ 
какой  пи  есть  кривой,  на  поверхности  онаго  цилиндра  начерченной. 

ОггійЬсіітеяыіо  къ  вертикаяыюіі  плоскости  ііроэкцій.  Часть  сей  кривой, 
находящаяся  на  видимой  части  [дрг,  [д /',  д'/'),  (г§;  г'§-')]  цилиндра  относительно 
къ  вертикальной  плоскости,  будетъ  проэктироваться  вертикально  въ  види- 
мой части  вертикальной  проэкціи  оной  кривой  ;  по  чему  остальная  часть 
будетъ  проэктироваться  въ  невидимой  части. 

Относительно  7іЬ  горизонтальной  плоскости  проэкцш.  Часть  сей  кри- 
вой, находящаяся  на  видимой  части  [ідр,  {іи^і  и),  {рп,р'п)\  цилиндра  относи- 
тельно къ  плоскости  горизонтальной,  будетъ  проэктироваться  горизон- 
тально въ  видимой  частп  горизонтальной  проэкціп,  почему  остальная  часть 
—  въ  невидимой. 

163.  Относительно  къ  пзображенію  конуса  въ  его  горизонтальной  п 
вертикальной  проэкціяхъ  ,  прпложивъ  тѣ  лге  разсужденія ,  какія  мы  употре- 
били для  цилиндра,  заключпмъ  :  1)  относительно  къ  вертикальной  плоскости 
проэкцгй,  что  часть  его  [/•^/,  (гР,  /'  Р'),  (/Р,  /  Р')]  (фиг.  16)  будетъ» видима  на  верти- 
кальной плоскости,  а  остальная  часть  [грі,  (гР,  /'Р'),  /Р,  /Е*')]  невидима  относи- 
тельно къ  сей  плоскости,  слѣдовательно  прямыя  7"  Р  и  /  Р  будутъ  на  вертикальной 
плоскости  предѣлами  вертикальной  проэкціи  конуса  2)  относительно  къ  горизон- 
тальной плоскости  проэкцій  ^  что  часть  конуса  (у07'(7,  (уоР,/?'Р'),  (^Р,^'Р')  будетъ 
видима  на  горизонтальной  плоскости,  а  остальная  часть  [у»/^,  (^Р,уу'Р'),  (^Р,^'Р')] 
невидима  относительно  къ  сей  плоскости,  слѣдовательно  прямыя /?Ри  «^Р  будутъ 
на  горизонтальной  плоскости  предѣламп  горизонтальной  проэкціи  конуса. 

164.  При  означеніи  видимыхъ  и  невидпмыхъ  частей  кривой ,  на  проэк- 
ціяхъ  вертикальной  и  горизонтальной,  начерченной  на  конусѣ,  должно  на- 
блюдать то  ліе  правило,  какъ  и  въ  подобиомъ  вопросѣ  при  цп^индрѣ  (162), 
то  есть  что  1)  часть  кривой  находящаяся  на  видимой,  относительно  къ 
вертикальной  плоскости ,  части  конуса ,  будетъ  видима  въ  вертикальной 
проэкціи  сей  кривой,  п  2)  часть  кривой  находящаяся  относительно  къ  гори- 
зонтальной плоскости  проэкцій  на  видимой  части  конуса,  будетъ  видима  въ 
ея  горизонтальной  проэкціи,  почему  остальныя  части  будутъ  невидимы  въ 
сихъ  проэкціяхъ. 

165.  Для  представленія  поверхности  вращенія  относительно  къ  ея  вер- 
тикальной и   горизонтальной  проэкціямъ ,  проводятъ  обертывающіе  оііую 


поксрхпость  цилиндры  :  одппъ  перпендикулярно  къ  вертикальной  плоскости 
проэкцій,  а  другой  перпендикулярно  къ  горизонтальной  плоскости  проэкцій» 
ц  строятъ  ихъ  крипыя  касанія. 

Пусшь  {а,  а  а")  предстапляешъ  намъ  ось  («і>иг.  21),  я  кривая  {иіЗ,ааа") 
плоскую  производящую  данной  поверхности  вращенія.  Проведемъ  наиболь- 
шую ординату  да"  вертикальной  проэкціи  а  а  а'  данной  плоской  производя- 
щей, и  чрезъ  оную  прямую  пресѣчемъ  поверхность  вращенія  плоскостію 
с«"/7/3"',  перпендикулярною  къ  ея  оси  ,  то  есть  параллельною  горизонтальной 
плоскости  проэкцій.  Кривая  пресѣченія  будетъ  кругъ  («"/і  ",  «/3/3"/3'),  и  сей-то 
кругъ  будетъ  кривою  касаиія  къ  данной  поверхностп  вращепія  цшиндра, 
обертывающаго  оную  поверхность  перпендикулярно  къ  горизонтальной  пло- 
скости возмемъ  какую  ни  есть  токку  (/З",  7  )  на  семь  кругѣ  и  чрезъ  сію 
точку  проведемъ  прямую  (/З",  д"д')  перпендикулярную  къ  горизонтальной 
плоскости  проэкцій  •,  сія  прямая  будетъ  имѣть  съ  поверхностію  токмо  одну 
общую  точку  (/3  ,  д  ),  ибо  сей  кругъ  есть  наибольшая  горизонтальная  кри- 
вая на  поверхности  начерченная,  почему  всѣ  точки  прямой  (/З' ,  д"д'),  пзклю- 
чая  точку  (/З",  д'),  будутъ  внѣ  поверхности  ^'^). 

Пресѣчемъ  поверхность  меридіональною  щоскостію  /З/З',  параллельною 
вертикальной  плоскости  проэкцій  ;  получимъ  кривую  пресѣченія  (/З/З',  а'а"а"'/3  "), 
которая  и  будетъ  кривою  касанія  къ  данной  поверхности  вращенія  і^илин- 
дра,  обертывающаго  оную  поверхность  перпендикулярно  къ  вертикальной 
плоскости  проэкцій,  ибо  всѣ  прямыя ,  пресѣкающія  сію  кривую  и  перпендп- 
кулярныя,  при  томъ,  къ  сей  плоскости,  будутъ  пмѣть  съ  поверхностію 
токмо  по  одной  общей  точкѣ,  что  слѣдуетъ  изъ  того,  что  сія  кривая  (/З/З', 
аа"а"/3  )  показываешь  наибольшую  кривую,  которую  можно  начертить  на 
Данной  поверхности  параллельно  вертикальной  плоскости  проэкцій. 

ПреіЛ^ть.іы  ѵроэкцій  осей  данной  поверхности.  На  вертикальной  плоско- 
сти проэкцій,  построенная  нами  вертикальная  проэкція  ааа  будетъ 
предѣломъ  вертикальной  проэкціи  данной  поверхности,  а  построенная  нами 
горизонтальная  круговая  проэкція  «/9/3 /З'  будетъ  предѣломъ горизонтальной про- 
экг^іи  данноіі  поверхности  вращенія,  что  слѣдуетъ  изъ  сказаннаго  нами  выше. 

*)  Когда  плоская  проіізводлща-ь  или  ея  вертикальная  проэкі^ія  ««"«"'  будетъ  кривая ,  ииѣющая 
иісколько  нанбольшихъ  величииъ  для  ел  ординаты,  тогда  показанное  нами  строеніе  употреб- 
ляется для  самой  большей  изъ  сііх.ъ  ордииатъ,  или  для  настояги^ей  наибольшей. 
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Такъкакъ,  смотря  на  вертикальную  плоскость,  предполагаютъ,  что  лучи 
зрѣнія  перпендикулярны  къ  оной,  то  кривая  (/3/5',  аа'а"^'")  касанія  постро- 
еннаго  нами  обертывающаго  цилиндра,  перпендикулярнаго  къ  вертикальной 
плоскости,  будетъ  отдѣлять  на  поверхности  видимую  часть  оной  отъ  не- 
видимой относительно  къ  сей  плоскости,  такъ,  что  вся  видимая  часть  по- 
верхности, относительно  къ  плоскости  вертикальной  ,  будетъ  проэктпро- 
ваться  горизонтально  въ  пространство,  заключенное  лпніею  а^а^ . 

Такимъ  же  образомъ  ,  такъ  какъ  смотря  на  горизонтальную  плоскость 
предполагаютъ,  что  лучи  зрѣнія  перпендикулярны  къ  сей  плоскости,  кругъ 
касанія  (й/З/З"/?',  а"/3 ")  построеннаго  нами  цилиндра  ,  обертываюн^аго  данную 
поверхность  перпендикулярно  къ  горизонтальной  плоскости,  будетъ  на  по- 
верхности отдѣлять  видимую  часть  оной  отъ  невидимой  ,  относительно  къ 
сей  плоскости,  такъ,  чпю  вся  видимая  часть  поверхности  относите.іьно  къ 
плоскости  горизонтальной,  будетъ  проектироваться  вертикально  въ  про- 
странство, заключенное  линіею  а  ^(^"а" . 

166.  При  означеніп  видимыхъ  и  невидимыхъ  частей  кривой  на  проэк- 
ціяхъ  вертикальной  и  горизонтальной,  начерченной  на  поверхности  вра- 
щенія,  должно  наблюдать  тоже  правило,  какъ  и  въ  подобныхъ  вопросахъ 
при  цплиндрѣ  п  конусѣ  (162  п  164),  шо  есть,  что  1)  часть  кривой ,  находя- 
щаяся относительно  къ  вертикальной  плоскости  проэкцій  на  видимой  части 
поверхности  вращенія,  будетъ  видима  на  ея  вертикальной  проэкціи,  почему 
остальная  не,  будетъ  видна  въ  сей  проэкціи,  п  2)  часть  кривой,  находящаяся 
относительно  къ  горизонтальной  плоскости  проэкцій  на  видимой  части  по- 
верхности враіцеиія,  будетъ  видима  въ  ея  горизонтальной  проэкціи,  почему 
остальная  часть  не  будешъ  видна  въ  сей  проэкціи. 

Излоліенный  нами  способъ  опредѣлять  относительно  къ  плоскостямъ 
проэкцій  видимыя  части  цилиндра,  конуса,  поверхности  вращепія,  п  крпвыхъ 
на  сихъ  поверхностяхъ  начерченныхъ  (161  —  166),  мол;етъ  быть  приложснъ 
вообще  ко  всѣмъ  погерхпостямъ.  Изъ  сказанпаго  выше  слѣдуетъ,  что  оный 
способъ  совершенно  всномоществуется  вопросомъ  проводить  обертыиающіе 
цилиндры  къ  даннымъ  поверхностямъ,  принимая  сей  вонросъ  въ  частномъ 
его  случаѣ,  когда  прямая,  коей  параллельны  пропзподящія  обертывающаго 
цилиндра,  будетъ  перпендикулярна  къ  плоскости,  на  которую  проэктировапа 
предложенная  поверхность. 


1/|7 

О  нормальных^  пробо^имых^  грезь  тог:кіі  вть  поверхностей, 

168.  При  построепіп  пормальныхъ  къ  поверхностямъ,  проводішыхъ  пзъ 
данной  внѣ  оііыхъ  точки,  для  і^іілпндра,  конуса,  п  косаго  цилиндра,  мы 
строили  вспомогательныя  кривыя,  составленныя  концами  перпсндикуляровъ^ 
опѵщеппыхъ  на  разлпчныя  касапіельныя  плоскости  къ  симъ  поверхиостямъ. 
Не  входя  въ  аналитическое  изслѣдованіе  относительно  къ  свойствамъ  тако- 
выхъ  крпвыхъ,  которое  бы  ввело  насъ  въ  частныхъ  случаяхъ  въ  весьма  слож- 
ныя  нзчпсленія,  изложпмъ  слѣдующія  общія  замѣчанія. 

Естьли  представимъ  рядъ  плоскостей  касательныхъ  къ  конусу  п  рядъ 
перпенднкуляровъ  опущенныхъ  на  оныя  пзъ  данной  внѣ  поверхности  точки, 
то  легко  усмотреть  можемъ,  что  будутъ  суш,ествовать,  относительно  къ 
конусу,  касательныя  плоскости,  для  коихъ  длина  сихъ  перпендикуляровъ  бу- 
детъ  равна  нулю  ;  сіи  плоскости  будутъ  касательными  плоскостями,  прове- 
денными къ  конусу  чрезъ  данную  точку.  Точки  касанія  таковыхъ  плоско- 
стей къ  основанію  конуса ,  опредѣляіотъ  дугу  сего  основанія ,  выпуклую  къ 
данной  точкѣ ,  и  для  сей-то  дуги  ,  п  слѣдовательно  для  части  конуса  ,  оной 
дугѣ  соотвѣтствующей,  производятъ  строеніе  при  пзысканіи  точекъ,  вспомо- 
гательнымъ  крпвымъ  сего  вопроса  прииадлежащпхъ.  Имѣя  таковое  разсуж- 
деніе  въ  виду  при  составленіи  чертеліа ,  весьма  сократпмъ  строеніе.  Что 
мы  сказали  предъ  симъ  о  конусѣ,  то  же  дол^жно  разумѣть  и  о  цилпндрѣ . 
іірибавпмъ  относительно  къ  сему  послѣднему,  что  предполояіеніе  при  по- 
строеніи  чертежа  горизонтальной  плоскости  проэкцій  перпендпкулярною  къ 
пронзводящпмъ  цилиндра,  весьма  выгодно  въ  семъ  вопросѣ. 

Въ  косомъ  же  цилиндрѣ  часть  его  поверхности,  на  которую  упадетъ 
искомая  нормальная ,  не  иначе  можетъ  быть  постижеиа  предварительно, 
какъ  посредствомъ  наблюденія  кривизны  сей  поверхности,  о  которой  даетъ 
поняиііе  взаимное  положеніе  нѣкотораго  числа  построенныхъ  пропзводящихъ 
сего  цилиндра. 
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Обб  обертывающиссъ  цилин^рахь  и  конусахъ. 

169.  Относительно  къ  проведенію  нзъ  данной  точки  обершыпаюиі^ихъ 
конусовъ  къ  поверхности  вращенія  и  къ  косому  н[илпндру,  раздѣлпмъ  наши  за- 
мѣчанія  на  аналитпческія  и  собственно  принадлеяіащія  построенію. 

И  шакъ  предложимъ  вопросъ  выг.естп  уравненіе  конической  поверхности, 
описанной  вообще  около  какой  ни  есть  данной  поверхности.  Для  сего  за- 
мѣтимъ,  что  искомая  коническая  поверхность  п  данная  поверхность  кос- 
иушся  вообще  въ  какой  ни  есть  двояко-кривой  линіи  •,  пусть  требуется  вы- 
вести уравненія  таковой  кривой.  Пололишъ>  что  уравненіе  данной  поверх- 
ности представлено  вообще  чрезъ  Р  [рс^  /,  г)  ~  о  такъ  какъ  обертывающая 
коническая  поверхность  касается  къ  данной  поверхности  въ  искомой  кри- 
вой линіи ,  то  для  всѣхъ  точекъ  сей  кривой  касательныя  плоскости  будутъ 
общія  обѣимъ  симъ  поверхностямъ.    Чтобъ  выразить  сіе  свойство,  выведемъ 

величины         и         пзъ  уравненія  Р(^?,  г?2)=г  о  данной  поверхности,  и  по- 

ставимъ  оныя  въ  диФФеренціальное  уравпеніе  конической  поверхности,  кото- 
рое есть  (155) : 

По  семъ  вставленіи  будемъ  имѣть  уравненіе  въ  л*,/,  2,  которое  пред- 
сшавпмь  чрезъ  / (х,  г)  =:  о,  и  которое  будетъ  принадлежать  кривой  каса- 
нія  двухъ  поверхностей ;  но  такъ  какъ  сія  искомая  кривая  находится  и  на 
данной  поверхности,  то  два  ея  уравненія  будутъ: 

Р  {х,  у,")  — о  п/{х,у,  г)  =  о. 

Почему  взявъ  сію  кривую  за  направляющую  и  данную  точку  внѣ  по- 
верхности, коей  координаты  означены  чрезъ  а,  Ь,  с  за  вершину,  и  поступивъ 
съ  сими  данными,  какъ  показано  въ  5^>^2,  выведемъ  уравненіе  пскомаго  обер- 
тывающаго  конуса. 

170.  Пусть,  для  примѣра,  требуется  вывести  уравпсніе  конуса,  обер- 
тывающаго  вообще  каііую  ни  есть  поверхность  втораго  порядка.  Уравне- 
ніе  поверхносшец  втораго  порядка  есть 
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—  о. 


Хх^   -+-  Сз^-*- 
2І)/2  і  2Еа:'г  -I  2Ѵос/~і-  ^  =  К. 

Взявъ  днФФереіщіалъ  сего  урапиенія,  получимъ : 

^/г  _        Ах  -+-  Е-  -н  О         <^   Гх  Рз  II 

<7х     '        Ел-      Цг     Сз      I  '       ф  Ел:  С:  -і-  і* 

Посшависъ  сіп  величины  въ  уравненіе 

—  с  —  {х-^а)  ( /  —  '^)  ^  '  ^  вычтя  изъ  вывода  самое  уравненіе 

втораго  порядка,  будемъ  пмѣгпь : 
X  (А а  4-^1^1?  ч-  Ее  -I-  С)-і- 
7  (Г«  -I-  Ііі^  -I-  Пе  -н  Н)  ь 
г  (Ел  -4-      -1-  Сс  -4-  ^)  4 
■+-  Зс  н-  К 

Сіе  уравнение  прішадлежитъ  плоскости,  пзъ  чего  и  слѣдуетъ  ,  что  для 
всякой  поверхности  втораго  порядка,  кривая  касанія  обертывающаго  опую 
конуса  будетъ  всегда  плоская. 

171.  Чтобъ  вывести  уравиеніе  цилиндрической  поверхности  ,  обертыва- 
ющей параллельно  данной  прямой  какую  ни  есть  данную  поверхность ,  зай- 
мемся во  первыхъ  пзысканіемъ  уравненій  кривой  касанія.  Такъ  какъ  двѣ  по- 
верхности :  данная  и  искомая  цилиндрическая  касаются  во  всѣхъ  точкахъ 
сей  кривой,  то  для  всѣхъ  точекъ  оной  кривой,  касательная  плоскость  къ 
данной  поверхности,  должна  совмѣстпться  съ  касательною  шоскостію  къ 
искомой  цилиндрической  поверхности.  Выразимъ  сіе  условіе  ;  для  сего  пусть 
Р  (х,  г,  г)  то,  будетъ  уравненіемъ  данной  поверхности;  взявъ  дцфференціалъ, 

получимъ  величины  (  —  I  и  (  —  1,  которыя  и  поставпмъ  въ  диФФеренщальное 

уравнение  цилпндрическихъ  поверхностей  (151) 

Послѣ  онаго  дѣйствія,  сіе  уравненіе  обратится  въ  уравненіе  между  л:, г, 
которое  можно  вообще  представить  чрезъ  ^{x,у,г)  то,  п  будетъ  принад- 
лежать искомой  кривой  касанія.  Такъ  какъ  сія  кривая  касанія  находится  на 
данной  поверхности,  то  два  ся  уравнения  будутъ :  выведенное  нами  предъ 
снмъ  уравненіе /(л",/,  г)  т  о,  и  уравненіе  данной  поверхносшд  Г  (дг,^,  г)  т  о. 


Послѣ  чего,  принявъ  опредѣленную  нами  кривую  ^{х,^  г)  —о  п /(х,;'-,:;)=;о 
за  направляющую  цплпидра,  а  данную  прямую  за  направленіе  его  нронзводя- 
щцхъ,  основываясь  на  предъпдущемъ  (148,  149),  выведемъ  искомое  уравненіе 
обертывающаго  данную  поверхность  цилиндра. 

172.  При  поспіроеніи  кривой  касанія:  конуса  и  цилиндра  ,  обертываю- 
щпхъ  данную  поверхность  вращенія,  опредѣденіе  особенныхъ  шочекъ  ихъ  кри- 
выхъ  касанія,  весьма  облегчаетъ  рѣшеніе  вопроса,  почему  мы  и  займемся 
пзложеніемъ  употребляемыхъ  для  сего  способовъ. 

И  ніакъ  положпмъ ,  что  пмѣемъ  поверхность  вращенія  ,  заданную  по 
способу  проэкцій  ея  осью  и  плоскою  направляющею,  и  прямую  Ь,  Ь'(фиг.27), 
которой  пропзводящія  обертывающаго  оную  поверхность  цилиндра  должны 
быть  параллельны.  Взявъ  настоящую  наибольшую  горизонтальную  орди- 
нату а'  д  вертикальной  проэкціи  данной  плоской  направляющей  ,  проведемъ 
чрезъ  сію  прямую  плоскость  параллельную  горизонтальной  плоскости  про- 
экцій",  построенной  кругъ  {сф  (З'  (3,  (З"  а")  пресѣченія  сей  плоскости  съ  поверх- 
ыостію  вращенія  будетъ  наибольшимъ  горизонтальнымъ  кругомъ  сей  по- 
верхности. 

Къ  горизонтальной  проэкціи  а/З'/^'/З  сего  круга  проводить  касательныя 
параллельныя  горизонтальной  проэкціи  Ь  данной  прямой.  Чрезъ  точки  ка- 
санія  8,  8 "  сихъ  касашельныхъ  возставляютъ  перпендикуляры  къ  оси  проэкцій 
до  пресѣченія  оныхъ  въ  точкахъ  8',  8  "  съ  вертикальною  проэкціею  /3  "а"  сего 
круга;  точки  (8,  8 )  и  (8  ',  8  ")  будутъ  принадлежать  искомой  кривой  касанія. 
Для  доказательства  сего,  вообразимъ  еуществопаиіе  въ  пространства  гори- 
зонтально-проэктирующаго  кругъ  (/9«/3'/3",  8"'а")  цилиндра  ,  и  плоскости  пер- 
пендикулярныя  къ  горизонтальной,  проведенныя  чрезъ  двѣ  касательныя  въ 
точкахъ  8  и  8'.  Сей  цилипдръ  будетъ  касаться  къ  поверхности  вращенія 
въ  кругѣ  (/За///3", /3"'а"),  а  сіи  перпендпкулярныя  плоскости  коснутся  къ  ци- 
линдру въ  двухъ  его  производящихъ,  протянутыхъ  чрезъ  точки  8  и  8  ,  и 
пресѣкутъ  кругъ  (/За/3  /3 ",  /3  "а ")  въ  точкахъ,  которыя  назовемъ  и  л*  по- 
чему будутъ  касательны  въ  сихъ  точкахъ  и  къ  самой  поверхности  вращенія; 
но  оныя  плоскости  параллельны  данной  прямой  Ь,  Ь',  слѣдовательно  будутъ 
горизонтально-проэктирующими  плоскостями  двухъ  пропзводящпхь  искомаго 
обертывающаго  цилиндра,  проходящііхъ  чрезъ  точки,  названныя  нами  х  п  л', 
круга  (/За/3 /З", /3"'«")  поверхности.    Изъ  чего  и  сдѣдуетъ,  что  точки  8  и  Ь" 


Пудугпъ  горизонтальными  проэкціямп  точекъ  х  п  а'  кривой  касапія ,  а  по 
сему,  такъ  какъ  точки  х  и  ос'  принадлежатъ  наибольшему  построенному  нами 
кругу  (/Зсс/З'/З  ',  /і  а  )  поверхности,  то  пхъ  пертпкальныя  проэкціи  8'  и  8"  на- 
ходятся на  вертикальной  проэкція  /З"  а"  сего  круга,  удовлетворяя  при  томъ 
неооходішому  условііо,  чтобъ  проэкціи  той  діе  точкп  находились  па  томъ 
же  кь  оси  проэкщій  перпендикулярѣ. 

Чтобъ  опредѣлить  еще  двѣ  особенны  я  точки  для  кривой  касанія,  прове- 
демъ  къ  вертикальной  проэкціп  аа  а  [3  данноп  плоской  пропзводяш,еи  (/?/5 , 
аа  'а" ),  которая  есть  наибольшее  сѣчсніе  поверхности  враш,ешя  плоскостію 
параллельною  вертикальной  плоскости  проэкцій  ,  касательныя  ,  параллельно 
вертикальной  проэкціп  ^'  данной   прямой  пзъ  точекъ  касапія  со,ы' 

опустимъ  перпендикуляры  на  ось  проэкцій,  до  пресѣченія  ихь  въ  шочкахъ 
О)"  и  со"  съ  горизонтального  проэкціеіо  /3/5  данной  плоской  производящей  по- 
верхности вращенія  *,  точки  (м,  со'  )  и  (о/,  о/)  будутъ  шакліе  особенными 
точками  кривой  касанія.  Доказательство  сего  подобно  нредъидугцему ;  здѣсь 
припимаютъ  въ  разсужденіе  вертикально- проэктирующш  плоскую  производя- 
щую ціілиндръ  и  плоскости,  перпендикулярныя  къвертпкальной,  возставленныя 
чрезъ  проведенныя  нами  касательныя  къ  кривой  ааа  р  ,  параллельно  прямой 
I/.  Можно  опред  елить  еще  особенны  я  точки  для  искомой  кривой  касапія  5 
Д.1Я  сего  проведемъ  меридіональную  п  .оскость  КК',  параллельно  данной  пря- 
мой (Ь,  Ь  )  •,  вообразимъ  суш^ествованіе  меридіональнаго  сѣченія  сей  плоскости, 
и  предложимь,  проведя  къ  оному  сѣчепію  касательныя  параллельпыя  дайной 
прямой,  построить  ихъ  точки  касанія.  Явно,  что  сіи  точки  касанія  будутъ 
принадлежать  искомой  кривой  касапія,  ибо  касательная  къ  кривой,  начерчен- 
ной на  поверхности,  касашельна  и  къ  сей  поверхности. 

■»  Чтобъ  построить  сіи  касательныя,  чрезъ  произвольную  точку  на  осп 
вращенія  проводятъ  прямую  (КК',  кИ  ) ,  параллельную  данной  прямой  ;  мери- 
діональную  плоскость  КК'  сей  прямой  совмѣщаютъ  съ  плоскостію  плоской 
производящей;  сія  прямая  (КК',  АД:')  въ  совмѣщеніи  б^'детъ  въ  прямой  (О  а, 
Оо).  Параллельно  совмѣщеиной  прямой  (О'а,  Оо)  сгарояшъ  касательныя  къ 
плоской  производящей  •,  находять  точки  касанія,  кошорыя  и  пріііюдяшъ  въ 
прежнее  положеиіе  на  меридіональную  кривую  плоскости  К  к'.  Прііведенныя 
точки  будутъ  припадлеліапіь  искомой  кривой  касанія,  ибо,  напрпмііръ  отно- 
сительно къ  одной  изъ  сихъ  гаочекь,  принимаемая  В7>  оной  въ  разсуждсніе 
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построенная  намп  прямая  будешь  параллельна  данной  прямой,  и  при  піомъ 
будетъ  касательного  къ  мерпдіональному  сѣченію  плоскости  КК',  ибо  пзвѣстно, 
что  касателъныя  къ  меродіональнымъ  сѣченіямъ ,  въ  точкахъ  того  л;е  горп- 
зоншальнаго  круга  поверхности,  встрѣчаютъ  ось  оной  въ  той  же  пючкѣ, 
то  есть  совмѣшіаюгася  прп  совмѣщеніи  пхъ  мервдіональныхъ  плоскостей. 

Изъ  всего  сказаннаго  нами  явствуетъ,  что  не  приступая  еще  къ  общему  спо- 
собу проводить  обершывающій  цплиндръ  къ  данной  поверхности  вращенія,  мож- 
но помощію  нзъясненньтхъ  намп  строеній,  опредѣлить  вообще  шесть  особен- 
ныхъ  точекъ  кривой  касапія;  послѣ  чего  остается  уже  употребить  весьма 
малое  число  вспомогательныхъ  плоскостей  общаго  способа,  леліащпхъ  между 
сими  опредѣленными  точками,  чтобь  весьма  точно  опредѣлпть  сію  кривую. 

113.  Построеніе  особенныхъ  точекъ  кривой  касанія  конуса,  оберты- 
вающаго  данную  поверхность  вращенія  пзъ  данной  точки  ,  совершенно  по- 
добно изъясненному  нами  относительно  къ  цилиндру  (1^2)  *,  разность  будетъ 
состоять  токмо  въ  томъ,  что  касательныя  проводпмыя  для  цилиндра  парал- 
лельно данной  прямой,  должны  перемениться  для  конуса  въ  касательныя  про- 
гедепныя  изъ  дайной  точки,  то  есть  пзъ  его  вершины. 


174.  Мы  пзлояіп.іп  общій  способъ  (85)  проводить  касательную  пло- 
скость къ  поверхности  вращенія  чрезъ  данную  прямую*,  теперь  же  замѣ- 
тимъ ,  что  въ  частпомъ  скучаѣ,  когда  поверхность  вращенія  будетъ  шаръ, 
предложенное  общее  рѣшеніе  можетъ  быть  замѣнено  слѣдующимъ. 

Чрезъ  центръ  шара  проводятъ  плоскость,  перпендикулярную  къ  данной 
прямой  строятъ  пресѣченіе  сей  плоскости  съ  сею  прямою  •,  пресѣченіе  сеи 
плоскости  съ  шаромъ  будетъ  большой  кругъ. 

Совмѣщаютъ  построенную  плоскость  съ  одною  изъ  плоскостей  про- 
экцій ,  и  при  семъ  совімѣщеніи  псреносятъ  кругъ  пресѣченія  сей  плоскости 
съ  шаромъ  и  точку  встрѣчи  оной  съ  данною  прямою. 
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Изъ  перенесенной  точки  всшрѣчи  проводяшъ  касательную  къ  перене- 
сенному большому  кругу  ^*).  ; 

Точку  касанія  приводятъ  въ  настоящее  положеніе*,  чрезъ  сію  точку  и 
построенную  па  данной  прямой,  проводятъ  прямую  ,  которая  будетъ  каса- 
тельного къ  большому  кругу  пресѣченія,  въ  настоящемъ  его  положенііг. 

Чрезъ  сію  прямую  п  данную  проводятъ  плоскость ,  которая  и  будетъ 
искомою  касательного  плоскостію. 

Ибо,  когда  представимъ  себѣ,  что  радіусъ  шара,  проходящій  чрезъ  точ- 
ку  касанія  поднятъ,  тогда  усмотримъ,  что  1)  оный  будетъ  перпендикуля- 
ренъ  къ  касательной,  предъ  спмъ  проведеннной  •,  2)  сей  радіусъ  находится 
въ  плоскости,  перпендикулярной  къ  данной  прямой,  следовательно  будетъ 
перпендпкуляренъ  къ  сей  послѣдней,  а  по  сему  будетъ  перпендикуляренъ  къ 
плоскости,  проходящей  чрезъ  сіи  двѣ  прямыя,  слѣдовагаельно  сія  плоскость 
будетъ  касательна  къ  шару. 

Прилітьганіе.  Такъ  какъ  изъ  перенесенной  точки  можно  провести  двѣ 
касательньтя  къ  перенесенному  кругу,  то,  поступпвъ  и  со  второго  каса- 
тельного по  пзлол;енному,  получимъ  вторую  касательную  плоскость,  удовле- 
творяющую вопросу. 


П5.  Мы  пзлолшлп  рѣшеніе  вопроса  (НО)  о  проведепіп  касательной  пло- 
скости къ  тремъ  какимъ  ни  есть  поверхностямъ  вращенія,  а  теперь  замѣ- 
тпмъ  нѣкоторыя  обстоятельства ,  кои  должны  встрѣтиться  въ  подобномъ 


Перенесенная  гаочка  можешь  имѣть  опгаосигаельно  къ  перенесенному  кругу  сдѣдуюіція  положенія : 
і)  находиться  внѣ  круга;  тогда  рѣшеніе  опредѣлітъ  двѣ  касашельныя  плоскости;  2)  находиться 
на  кругѣ,  что  означаеть^  что  прямая  имѣетъ  общую  точку  сь  шаромъ;  тогда  д.ія  удосшовѣренія, 
будетъ  дн  оная  пресѣкать  иIаръ^  или  касаться  къ  онолIу^  проводятъ  чрезъ  нее  и  чрезъ  і^ентръ 
шара  плоскость;  совмѣщаютъ  сію  прямую  и  большой  кругъ  шара,  находящіеся  въ  сей  плоско- 
сти съ  одною  изъ  плоскостей  проакціііг;  естьли  совмѣщенная  прямая  пресѣчешъ  сей  кругъ,  по- 
строеніе  касательной  плоскости  не  возможно ;  естьли  же  оная  коснется  къ  сому  кругу,  тогда 
поднимаютъ  въ  пространство  радіусъ  кр^та^  проходящій  чрезъ  точку  касанія,  и  чрезъ  конеіі^  онаго 
проводятъ  плоскость  къ  нему  перпендішулярную,  которая  н  будетъ  искомою  каслшельною  пдо- 
скосгаіЮі      находишься  въ  иространствѣ  сего  круга;  тогда  рѣшсніе  вопроса  не  возможно. 
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же  вопросѣ,  но  ошноспгаельно  кѣ  іптремъ  шарамъ  (центръ  А,Л',  рад.  АВ,  А'В') 
(центръ  С, С,  рад. СО,  С'і)')  (центръ  Е,Е',  рад.  ЕР,  ЕР')  (гер/и.  XIII),  зависящія 
отъсвойсгавъшара,  коими  огаличается  оный  огаъ  другихъповерхносшейвращенія. 

Замѣтимъ  во  первыхъ,  что  естьли  имѣемъ  два  шара  (центръ  А,А',  рад.  АВ, 
А'В')  (центръ  С, С',  рад.  СО,  С'О')  и  предложено  провести  къ  опымъ  обертыва- 
ющую нхъ,  разверзающуюся  поверхность ,  то  сія  поверхность  будетъ 
кону съ,  коего  вершина  (С,С)  будетъ  находиться  на  прямой  (АС,  А'О  )  соеди- 
няющей центры  (А, А)  (С, С)  сихъ  шаровъ.  Чтобы  сіе  показать,  вообразимъ 
прямую  (АС,  А'С'),  проведенную  чрезъ  центры  (А,А')(С,С')  двухъ  шаровъ,  и  при 
шомъ  плоскость  (УХ,  ХУ  )  проведенную  чрезъ  сію  прямую  ;  сія  плоскость, 
проходя  чрезъ  центры  (А, А  )  (С,С')  шаровъ,  пресѣчетъ  оные  шары  въ  пхъ  бодь- 
шихъ  кругахъ  (въ  совмѣщеніп:  цент.,  а,  ^а^.  ад  и  цент,  с,  рад.  б'<і).  Прове- 
демъ  къ  спмъ  кругамъ  пресѣченія  общую  касательную  (е/),  и  вообразимъ, 
что  построена  точка  {/)  встрѣчп  сей  касательной  (е/)  съ  прямою  (сі/), 
проходящею  чрезъ  центры  шаровъ.  Примемъ  прямую  («/),  чрезъ  центры 
(я,  с)  шаровъ  проходящую  за  неподвпліную  ось,  какъ  сихъ  шаровъ ,  такъ  п 
конуса,  коего  производящею  будетъ  проведенная  касательная  (е/),  явно,  что 
таковый  конуеъ  будетъ  обертывать  оба  шара,  ибо  всѣ  онаго  производящая 
будутъ  общія  касательныя  къ  симъ  шарамъ;  при  томъ  замѣтпмъ,  что  вер- 
шина {/)  сего  конуса  находится  по  предположенію  на  прямой  (а/)  соединя- 
ющей нхъ  центры  [а,  с). 

Изъ  сего  слѣдуетъ ,  что  разперзающіяся  поверхности ,  обертывающія 
данныя  поверхности  вращенія,  по  двѣ,  обращаются  въ  случаѣ  шаровъ  въ 
конусы. 

Три  вершины  (С,С',  Н,Н',  І,Г)  трехъ  конусовъ,  обертывающихъ  три  пред- 
ложенные шара ,  по  два,  будутъ  находиться  на  одной  прямой  (СИ,  С  II ),  въ 
плоскости  (УХ,ХУ  )  сихъ  трехъ  шаровъ.  Для  доказательства  сего  свойства 
замѣтимъ  ,  что  искомая  касательная ,  общая  тремъ  шарамъ ,  плоскость 
(КЬ,  ЕК  )  долліна  коснуться  къ  первому  и  второму  шару ,  почему  коснется 
къ  конусу  (напр.  (^/г/А-,^'//г'Л'),  верш.  С  С),  оные  шары  обертывающему,  то 
есть  будетъ  содержать  его  производящую  ,  а  потому  и  его  вершину  (С,С); 
таковымъ  ліе  образомъ  докаліемъ,  что  искомая  касательная  плоскость  (К  Е,  ЕК} 
будетъ  содерліать  и  еще  двѣ  вершины  конусовъ  (Н,Н')  и  (ІД),  изъ  коіп^>рыхъ 
одпнъ  обергаываегаъ  первой  и  гареіпій,  а  другой  —  второй  п  трсшій  предло- 
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женные  шары;  нптакъ  трн  вершины  (6,0')  (Н,Н')(І,  і')  обертывагопцосъ  кону- 
совъ  принаддежатъ  искомой  касательной  плоскости  (КЬ,ЬК),  но  оныя  вер- 
шпиьг,  находясь  на  прямыхъ  (АС,  А  С  )  (А.Е,  АЕ  )  (СЕ,  СЕ),  соогавѣшственно 
три  центра  (А,А')  (С,С')  (Е,Е')  предложенныхъ  шаровъ  соединяющнхъ,  принад- 
лежатъ  по  сему  и  плоскости  центровъ  (УХ,  ХУ ),  слѣдовательно  сіп  три  вер- 
шины будутъ  находиться  на  пресѣченіи  общей  касательной  плоскости  (КЬ, 
К'Ь)  къ  тремъ  шарамъ  съ  плоскостію  (УХ,  ХУ)  ихъ  центровъ,  то  есть  на 
одной  прямой  (СН,  СН  ). 

Послѣ  чего  искомая  касательная  плоскость,  общая  тремъ  шарамъ,  бу- 
детъ  касательною  плоскостію  къ  одному  изъ  спхъ  шаровъ,  проведенною 
чрезъ  построенную  прямую,  то  есть  чрезъ  прямую  (СН,  С  Н  ),  соединяю- 
щую вершины  (С,С)  (Н,Н')  (I,  Г)  обертывающпхъ  конусовъ. 

Замѣтпмъ,  предполагая  су ществованіе  токмо  дпухъ  шаровъ  (центръ  А,А', 
рад.  АВ,  А  В  ),  (цент,  С,С',  рад.  СІУ,  С  О  ),  что  къ  онымъ  молшо  провести  два 
обершывагощіе  конуса  :  вершина  (С,  С)  одного  будетъ  внѣ  разстоянія  между 
центрами  (А,А')  (С,С')  сихъ  шаровъ,  а  вершина  (М,М')  другаго  на  семъ  разсшо- 
яніи  (А, С)  (АС),  то  есть  между  центрами  (А, А)  (С,С').  Обратимся  теперь 
къ  тремъ  шарамъ;  усмотримъ,  что  будетъ  существовать  шесть  коничес- 
кпхъ  обертывающпхъ  оНые,  по  два,  поверхностей,  изъ  коихъ  три  (верш.  С,С^ 
напр.  ^кік,  ^'Ііік')  (верш.  Н,Н',  напр.  Ітпо,  Ітііо),  (верш.  І,Г,  напр.  рді-^,  р'<у  г^'/') 
будутъ  описаны  внѣ  взаимнаго  разстоянія  трехъ  шаровъ,  взятыхъ  по  два,  а 
три  остальныя  будутъ  пмѣть  ихъ  вершины  (М,М')  (N,^|')  (0,0  )  между  шарами. 
Вершины  (С,С')  (Н,Н')  (1,1')  (М,М')  (]N,I^')  (0,0')  сихъ  шести  конусовъ  будутъ 
разположены  по  три  на  чегаырехъ  прямыхъ  (СН,  С  Н')  (СО,  С'О')  (М1,  М'Г) 
(МН,  М  Н ),  изъ  коихъ  чрезъ  каждую  прямую  можно  будетъ  провести  двѣ 
касашельныя  плоскости  къ  тремъ  шарамъ.  И  гаакъ  рѣшеніе  опредѣляетъ 
восемь  плоскостей  (Рд,  дР')  (В8,  811)  (ТО,  СТ')  (Ѵ2,2Ѵ')  (А"В",  Б"С")  (0"Е", 
Е^^  ')  (С'Н  'Н  '1')  (КЕ,  Ыі  )  удовлетворяющихъ  вопросу,  двѣ  изъ  сихъ  плос- 
костей (КЕ,  ЕК)  (Ѵ2І,  2Ѵ')  касаются  къ  шарамъ  съ  той  л;е  стороны,  отно- 
сительно къ  взаимному  положенію  спхъ  пос.іѣднихъ,  а  шесть  оста.іьныхъ 
плоскостей  касаются  къ  двумъ  шарамъ  съ  одной  стороны,  а  къ  третьему 
съ  другой. 

Пб.  Есшь.ш  бы  мы  пресѣкли  плоскостію  (УХ,  ХУ  ),  проходящею  чрезъ 
центры  (\,А')  (С,С')  (Е,Е')  трехъ  шаровъ ,  какъ  ихъ  обершывающіе  конусы. 


такъ  и  самые  шары,  іпоі-да  бьі  іісілучилп  въ  сей  плоскостп  три  большіе 
круга  (въ  совмѣщеніи:  ценгпръ  а,  рад.  аО),  (ценпіръ  с,  рад.  ссі),  (центръ  і, 
рад.  (и)  сѣченія  съ  шарамп  л  шесть  пройзводящпжь ,  принадлежащахъ  обер- 
шывающомъ  конусамъ,  касаптельныхъ  пзвнѣ,  подвѣ,'  къ  двумъ  пзъ' сихъ  -круговъ. 
Но  шакъ  какъ  вершпны  обершывающпхъ  конусовъ  находятся  на  той  же 
прямой,  а  проііЗБОдящія  сѣченія  должны  пройти  чрезъ  оныя  вершины,  то  пзъ 
сего  п  слѣдуешъ,  что  точки  пресѣченія  виѣшиихъ  соошвѣтсшвенныхь  каса- 
тельныхъ,  проведепныхъ  къ  тредіъ  кругамъ  начерченнымъ  на  плоскостп, 
принимая  въ  разеужденіе  сііі  круги  поі  два,  будушъ  находишься  на  одной  п 
той  же  прямой. 


О  пресѣгеніяссб  кривыссь  поверхностей  съ  плоскостію. 

т.  Мы  пзлодаіли  общіе  способы  строить  кривы  я  пресѣченія  поверх- 
ностей, теперь  же  излояшмъ  нѣкоторыя  замѣчанія  относительно  къ  сему 
построенію,  занявшись  тѣмп  пзъ  сихъ  крпвыхъ,  копхъ  построеніе  представ- 
ляетъ  болѣе  затрудненій,  и  предполагая  при  томъ  напболѣе  встрѣчающіеся 
въ  пракгаикѣ  виды  разсматриваемыхъ  поверхностей,  ибо  обш^ихъ  законовъ 
положить  при  семъ  не  возможно. 

Особенпыя  точки  кривой  пресѣченія  плоскости  съ  цилиндромъ  и  съ  ко- 
нусомъ,  могутъ  быть  построены  пресѣченіямп  съ  плоскостію  тѣхъ  пропз- 
водящпхъ  цилиндра  п  конуса,  которыя  сосшавляюшъ  предѣлы  сихъ  поверх- 
ностей относительно  къ  вертикальной  п  горизонтальной  плоскостямъ  про- 
экі^ій.  По  сему,  вообще,  и  молшо  пмѣть  въ  сихъ  вопросахъ  четыре  осо- 
бенныя  точки  для  кривой  пресѣченія.  Замѣтпмъ  при  томъ,  что  когда  поло- 
л;еніе  плоскостей  проэкцій  не  определено  какими-либо  особенными  условіями, 
тогда  построеніе  весьма  облегчится  предполо;кепіемъ  горизонтальной  пло- 
скостп проэкцій  перпендикулярною  къ  сѣкущей  плоскости.  По  сему  пред- 
пололіенію,  проэкція  горизонтальная  искомой  кривой  пресѣченія  будегаъ  на 
слѣдѣ  сей  сѣкущей  плоскостп,  то  есть  линія  прямая. 

118.  При  пресѣ'-.еніи  поиерхносгаи  вращенія  съ  плоскостію  скажем», 
чгао  можно  по  заданному  полол;енііо  плоскости,  относительно  къ  ланнои  по- 
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^срхиости ,  судить,  пресѣкаетъ  ли  оная  плоскость  данную  гюпсрхность, 
п.т  пѣіпъ.  Для  сего  параллельно  данной  плоскости  проводятъ  касательпыя 
плоскостд  къ  поперхностп  ііращенія;  естьлп  сліідм  дапноіі  плосгости  будутъ 
находиться  вніі  слѣдоиъ  спхъ  плоскостей,  тогда  плоскость  не  пресѣкаетъ, 
естьліі  ліе  меліду  оными  слѣдамп,  тогда  данная  плоскость  пресѣкаепіъ  по- 
верхность вращенія. 

Плоскость  можетъ  пресѣкать  поверхность  враш,енія  разліічпымъ  оОра- 
зомъ;  плп  пресѣчетъ  наибольшую  ея  кривую  относительно  къ  вертикальной 
плоскости  п  наибольшую  ея  кривую  относительно  къ  горизоншальной  пло- 
скости *,  въ  семъ  случаѣ  точки  пресѣченія  данной  плоскости  съ  сими  кри- 
выми будутъ  особенными  точками  искомой  кривой  пресѣчепія.  Вспомога- 
тельныя  плоскости  общаго  рѣшенія  должны  быть  проводимы  между  точ- 
ками пресѣченія  данной  плоскости  съ  наибольшею  кривою  поверхности  относи- 
піельно  къ  вертикальной  июскосшн.  Или  плоскость  прссѣчегаъ  одну  наиболь- 
шую вертикальную  кривую :  тогда  получпмъ  двѣ  особенныя  точки  искомой  кри- 
вой, и  о  системѣ  вспомогашельныхъ  плоскостей  должны  сказать  то  же,  что  и  въ 
первомъ  случаѣ.  Или  плоскость  пресѣчетъ  одшіъ  токмо  паибольшій  кругъ  : 
тогда  получимъ  двѣ  особенныя  точки  ;  предѣлы  ;ке  вспомогательныхъ  пло- 
скостей означатся  по  приближенію,  ибо  искомая  кривая  пресѣченія  должна 
леліашь  на  поверхности  блилхе  къ  той  точкѣ  касанія,  которая  прпнадлеліптъ 
шой  касательной  плоскости,  параллельной  данной,  коей  слѣдъ  наиболѣе  прп- 
ближенъ  къ  слѣду  данной  плоскости.  Или  плоскость  сѣкущая  можегаъ  не 
пресѣкать  особенныхъ  криоыхъ  поверхностп  ,  л  мы  не  имѣя  особеиныхъ, 
относительно  къ  построенію,  точекъ  искомой  кривой,  долліпы  токмо  по  при- 
б^^шженію  судишь  о  предѣлахъ  вспомогательныхъ  плоскостей. 

ПО.  Относительно  къ  кривой  пресѣченія  плоскости  съ  косымъ  цилпн- 
дромъ  упомянемъ ,  что  естьлп  не  дано  особенныхъ  условій ,  опредѣллюп^нхъ 
положеніе  горизонтальной  плоскости  проэкцій,  то  предпололшвъ  оную  пер- 
пендикулярною къ  сѣкуіцей  плоскости,  весьма  облегчпмъ  посгароеніе  сей  кри- 
вой, которая  будетъ  тогда  проэкшпроваться  горизонтально  въ  прямой  лииіп. 
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О  бзаилтомъ  пресѣаент  кривыхь  поверхностей. 

180.  Займемся  нѣкоторыми  замѣчаніями  относительно  къ  взаимному  пресѣ- 
ченію  кривыхь  поверхностей.  Въ  вопросѣ  о  построеяіи  кривой  пресѣченія 
конуса  съ  поверхностііо  вращенія  можно  по  самому  заданію  спхъ  поверхно- 
стей судить,  пресѣкаіотся  ли  оныя  или  нѣтъ.  Для  сего  изъ  вершины  дан- 
наго  конуса  проводить  конусь,  обертывающій  данную  поверхность  враще- 
нія;  строять  основаніе  сего  вспомогаптельнаго  конуса.  Прцнимаютъ  въ  раз- 
суяіденіе  сіе  основаніе  и  основаніе  даннаго  конуса  5  естьли  сіи  основанія  пре- 
сѣкутся,  то  два  конуса,  а  по  сему  и  данный  конусь  и  поверхность  враще- 
нія  пресѣкутся*,  естьли  же  помянуты  я  основанія  токмо  коснутся,  то  дан- 
ный конусь  будетъ  имѣть  съ  поверхностію  вращенія  точку  касанія,  кото- 
рая опредѣлптся  пресѣченіемъ  производящей,  общей  обоимъ  конусамъ ,  съ 
кривою  касанія  обертывающаго  вспомогательнаго  конуса  къ  поверхности 
вращепія.  Когда  же  основанія  двухъ  разсматриваемыхъ  конусовь  не  будуть 
имѣть  общпхъ  точекъ,  п  основаніе  даннаго  не  обернуто  основаніемъ  вспо- 
могательнаго конуса,  то  двѣ  заданныя  поверхности  не  пресѣкутся. 

Замѣтпмъ  при  семъ,  что  можетъ  случиться ,  что  вершина  даннаго  ко- 
нуса будегаъ  находиться  внутри  заданной  поверхности  вращенія,  что  можно 
повѣрить,  пресѣкая  заданную  поверхность  чрезъ  сію  вершину  плоскостію, 
перпендикулярною  къ  осп  вращенія,  тогда,  естьли  вершина  находится  вну- 
три поверхности ,  то  ея  горизонтальная  проэкі][ія  будетъ  находиться  впу. 
три  горизонтальной  проэкціи  сего  круга  пресѣчеиія  *,  въ  таковомъ  случаѣ, 
изъ  сей  вершины  проведеніе  обертывающаго  конуса  поверхность  вращенія 
не  возмоліио,  но  тогда,  очевидно,  что  коническая  данная  поверхность  пресѣ- 
каешъ  данную  поверхность  вращенія. 

Замѣтпмъ  также,  что  при  пресѣченіи  двухъ  поверхностей,  пхъ  общая 
кривая,  вообще,  состоишь  изъ  двухъ  вѣтвей.  Предварительное  познаніе, 
имѣешъ  ли  искомая  кривая  сіе  свойство,  пли  нѣтъ,  весьма  нул;но  ,  для  удоб- 
нѣйшаго  очерченія  кривой  по  посшроеннымъ  для  оной  по  общему  способу 
точкамъ.  Въ  разсматрпваемомъ  нами  вопросѣ,  когда  пресѣкающіяся  поверх- 
ности будушъ  копусъ  и  поверхность  вращенія,  мод;но  судишь  о  семъ  сл*дую- 
щимъ  образомъ. 
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1)  Когда  вершина  конуса  внутри  поверхности  враіценія,  тогда,  очевидно, 
что  конусъ  прорѣжетъ  поверхность  вращенія  въ  крпвоіі,  состоящей  шъ 
двухъ  вѣтпей,  что  и  будетъ  имѣть  мѣсто  при  всѣхъ  положеніяхъ  оной 
вершины  внутри  поверхности  до  тѣхъ  поръ,  пока  сія  вершина  не  бу- 
дешь находиться  на  самой  поверхности  вращенія*,  въ  семъ  пос.іѣднемъ 
случаѣ  получимъ  одно-вѣтвенную  кривую,  или  кривую  непрерывную,  ибо 
тогда  одна  по.іа  конуса  будетъ  внѣ  заданной  поверхности  вращенія ,  пмѣя 
съ  оною  одну  гаокмо  общую  гаочку,  то  есть  вершину  конуса,  или  обѣ  полы 
будутъ  отчасти  пресѣкать  поверхность  вращенія. 

2)  Когда  вершина  даннаго  конуса  находится  внѣ  поверхности  вращеиія, 
тогда  прпнпмаюшъ  въ  разсужденіе  вспомогательный  конусъ ,  обертываіощій 
поверхность  вращенія  изъ  вершины  даннаго  конуса.  Прпнимаютъ  въ  раз- 
сужденіе  основанія:  сего  даннаго  и  вспомогательнаго  конусовъ  ,  и  тогда 
а)  естьли  основанія  имѣгошъ  йхъ  взаимное  положеніе ,  по  которому  одно 
отъ  другаго  отторгнешь  шокмо  одну  чаешь ,  кривая  пресѣченія  будетъ 
одновѣтвенная  ^  Ь)  есшьли  же  основаніе  даннаго  конуса  будетъ  обернуто 
оенованіемъ  вспомогательнаго,  пли  при  пресѣченіи  спхъ  основапій  оныя  от- 
шоргаюгаъ  одно  отъ  другаго  двѣ  части,  кривая  пресѣченія  будешь  состоять 
ихъ  двухъ  вѣшвей. 

Касательно  изображенія  кривой  пресѣченія,  относя  оную  къ  плоско- 
сгаямъ  проэкцій,  замѣшимь,  что  при  семь  должно  руководствоваться  нзло- 
женнымь  нами  способомь  въ  сшашьѣ:  о  пре^апавлешп  пооерхпостеп  относи- 
тельно къ  плоскоетямъ  проэкцій,  наблюдая  при  томъ,  чшо  кривая  пресѣчепія 
можешь  быть  взята  за  кривую,  начерченную  на  одной  пзъ  пресѣкающпхся 
поверхностей:  при  томъ  долліно  еще  принимать  въ  разсужденіе  и  взаимное 
положеніе  пресѣкающпхся  поверхностей  оганосигаельно  къ  плоскоетямъ 
проэкіцій, 

181.  Изложенное  нами  ошноспшельпо  къ  кривой  пресѣченія  конуса  съ 
поверхностію  вращенія  можешь  быть  прплояіено  и  къ  кривой  пресѣченія 
цп.шндра  съ  поверхносшію  вращенія,  замѣняя  въ  сеімъ  послѣдпемь  случаѣ 
вспомогательный  конусъ  цилипдромъ,  обершывающпмь  данную  поперхносшь 
«ращенія  параллельно  проігзводящимъ  даннаго  цилиндра,  п  пошомь  разсма- 
шрпі^эя  взаимное  положеніе  оспованій  цилпядровь:  даннаго  и  сего  вспомо- 
гательнаго. 
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182.  При  построеніи  кривой  пресѣченія  двухъ  цилпндровъ,  между  вспо- 
могательными плоскостями  избираются  съ  выгодою  нѣкоторыя ,  пмѣющія 
особенное  положеніе  относительно  къ  даннымъ  цилиндрамъ,  какъ  на  примѣръ : 
1)  плосі^ость,  которой  горизонтальный  слѣдъ  будетъ  касателенъ  къ  осно- 
ванию одного  пзъ  предложенныхъ  цилпндровъ;  2)  плоскость,  коей  горизон- 
тальный слѣдъ  заключаетъ  въ  себѣ  одну  пзъ  пропзводящпхъ  одного  пзъ  сихъ 
цилпндровъ,  проэктпрующуюся  горизонтально  въ  предѣлѣ  горизонтальной 
проэкціи  сего  цилиндра ;  3)  плоскость ,  заключающую  ту  \іропзкодящую  од- 
ного изъ  цилпндровъ,  коей  вертикальная  проэкція  составляетъ  предѣлъ  вер- 
тикальной проэкціп  сего  цилиндра. 

Относительно  къ  первой  плоскости,  опредѣленньтя  оною  точки  для  иско- 
мой кривой  будутъ  таковы,  что  проэкціи  пропзводящихъ  другаго  цилиндра 
въ  оной  плоскости  заключаюп^пхся,  будутъ  касательны  въ  оныхъ  точкахъ 
къ  соотвѣтствующимъ,  на  тѣхъ  яіе  плоскостяхъ  проэкцій,  проэкціямъ  иско- 
мой кривой.  Для  второй  плоскости  условіе  касанія  будетъ  существовать 
ошносптельно  къ  горпзонтальньшъ  проэкціямъ:  искомой  кривой  и  произво- 
дящей, чрезъ  которую  проведена  сія  плоскость.  Для  третьей  плоскости 
условіе  касанія  будетъ  имѣть  мѣсто  при  вертикальныхъ  проэкціяхъ:  иско- 
мой кривой  и  производящей ,  которою  мы  опредѣлилп  положеніе  сей  пло- 
скости. 

Взаимное  положеніе  двухъ  заданныхъ  пресѣкающихся  цилпндровъ  можетъ 
быть  таково,  что  калідой  изъ  оныхъ  будетъ  имѣть  пропзводящія,  не  встрѣ- 
чающія  другой  цилиндръ-,  тогда  кривая  пхъ  пресѣченія  называется  кривою 
опгторэкеніл,  которая  состоишь  въ  наиболѣе  встрѣчающихся  случаяхъ  изъ 
одной  вѣтвп,  Естьли  л;е  всѣ  пропзводящія  меньшаго  цилиндра  встрѣчаютъ 
большій  цплиндръ,  тогда  кривая  пресѣченія  состоитъ  изъ  двухъ  вѣтвей,  изъ 
коихъ  одна  будетъ  вѣтвію  входа  ,  а  другая  вѣтвію  выхода  сего  малаго  ци- 
линдра, и  называется  кривою  вгпорженія. 

Чтобъ  узнать  предварительно,  будутъ  ли  два  цилиндра  пресѣкаться  от- 
торгаясь, пли  вторгаясь,  должно  замѣтить,  что  въ  первомъ  случаѣ  ,  между 
вспомогательными  плоскостями  должны  существовать  плоскости ,  которыя 
бы,  пресѣкая  большій  цплиндръ  ,  не  пресѣкалп  малый  ,  и  таковыя  ,  которыя 
бы,  пресѣкая  малый,  не  пресѣкалп  большаго  цилиндра  во  второмъ  же  слу- 
чаѣ,  Есѣ  Еспомогагаельныя  плоскости,  пресѣкающія  малый  цилпндр'ь ,  должны 
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прссѣкать  и  большіи.  Изъ  сего  слѣдуетъ,  что  должно  пропести  плоскости 
вспомогателыіыя,  касательныя  къ  малому  цилиндру,  есшьли  сіц  плоскости  пре- 
сѣкутъ  обѣ  большой  цилппдръ,  то  искомая  крііпая  будешъ  кршюю  пшорже- 
пія,  естьлп  же  хотя  одна  изъ  нихъ  не  пресѣчетъ  большого  цилиндра,  тогда  крппая 
будешъ  крпвою  огашорженія,  н  наконецъ,  естьлн  не  пресѣкаіотъ  обѣ  плоско- 
сти, тогда  данные  цилпндры  не  пресѣкушся. 

Касательно  предстапленія  кривой  пресѣченія,  относя  оную  къ  горизон- 
тальной и  вертикально!!  плоскосшямъ  проэкцій,  должно  наблюдать  слѣдую- 
щія  правила:  1)  двѣ  видимыя  производягція  двухъ  данпьтхъ  цилипдровъ,  встрѣ- 
шяшся  въ  видимой  точкѣ  на  кривой  пресѣченія  ;  2)  когда  обѣ  пропзводящія 
будушъ  не  видны,  пли  хотя  одна  изъ  оныхъ ,  то  п  точка  искомой  кривой, 
ігхъ  пресѣченіе,  будетъ  не  видна;  которыя  же  изъ  пропзводяці;ихъ  дапныхъ 
цплиндровъ  будушъ  видимы,  сіе  извѣстно  по  изложенному  нами  касательно 
вндпмыхъ  п  певпдпмыхъ  частей  поверхностей,  ошнесенныхъ  къ  плоскосшямъ 
проэкцій. 

183.  Строя  кривую  пресѣчснія  цилиндра  съ  конусомъ,  упошребляютъ 
предварительно  нѣкошорыя  особенныя  вспомогательныя  плоскости.  Оныя 
плоскости  проводятся  такимъ  же  образОіМъ  ,  относительно  къ  оспованіямъ 
данныхъ  поверхностей  п  предѣламъ  пхъ  проэкцій ,  какъ  п  при  пресѣчепіп 
двухъ  цплиндровъ.  Опредѣленныя  сими  вспомогательными  плоскостями  точки, 
для  кривой  пресѣченія,  ПхМѣюшъ  подобное  свойство  относительно  къ  ея  каса- 
гаельнымъ,  какъ  и  въ  кривой  пресѣченія  двухъ  цилпндровъ  (182). 

Разсуждая  л;е  о  тѣхъ  случаяхъ,  въ  коихъ  кривая  пресѣченія  конуса  съ 
цилпндромь  будешъ  кривою  ошшорженія  пли  кривою  кшорженія  ,  замѣшпмъ 
во  первьіхъ  ,  что  есшьлп  вершина  даннаго  конуса  находится  внутри  про- 
странства ,  оберпушаго  поверхносшію  даннаго  цилиндра ,  то,  шакъ  какъ 
конусъ  состопгаі.  изъ  двухъ  полъ,  кривая  пресѣченія  будешъ  кривою  вгаор- 
жепія  и  моліешъ  состоять  изъ  двухъ  и  болѣе  вѣшвей. 

Когда  вершина  конуса  находится  внѣ  пространства,  обершываемаго  по- 
верхностію  даннаго  цилиндра,  тогда  кривая  пресѣченія  можешъ  быть  и  кри- 
вою Бшорженія,  ц  кривою  отторженія.  Для  узнанія  сего,  проводяшъ  вспо- 
могательныя плоскости,  касательныя  къ  данному  конусу;  сіп  вспомогатель- 
ныя плоскости  могушъ  всшрѣтить  обѣ  данный  цнлиндръ,  изъ  чего  и  будешь 
слѣдовашь,  что  всѣ  пропзводящія  даішаго  конуса  встрѣчаютъ  данный  ци- 


лппдръ,  п  кривая  пресѣченія  будеіпъ  тогда  кривою  вторженія  *,  одна  пзъ  вспо- 
могательныхъ  таковыхъ  плоскостей  можетъ  не  всшрѣтить  даннаго  цилин- 
дра, пзъ  чего  п  будетъ  слѣдовать,  что  суіцествуіотъ  пропзводящія  конуса, 
не  встрѣчаіощія  цплпндра,  п  тогда  кривая  пресѣченія  будетъ  кривою  оттор- 
ліенія.  Замѣтимъ,  что  при  пресѣченіп  конуса  і^илиидроліъ ,  хотя  бы  основа- 
нія  оныхъ  были  эллиптическія,  пли  н  круговыя,  кривая  отторліенія  моліетъ 
состоять  пзъ  двухъ  вѣтвенс,  сіе  свойство  ,  которое  не  существуетъ  для 
крпвоі"і  пресѣченія  двухъ  цплиндровъ,  при  тѣхъ  ліе  основаліяхъ,  пропзходптъ 
отъ  того,  что  каждая  пола  конуса  можетъ  встрѣтпть  цилиндръ  въ  особен- 
ной вѣтвп. 

Относя  кривую  пресѣченія  къ  горизонтальной  п  вертикальной  плос- 
косніямъ  проэкцій,  и  опредѣляя  при  семъ  ея  впдимыя  и  невидпмыя  точки  от- 
носительно къ  каждой  изъ  сихъ  плоскостей,  должно  слѣдовать  тому  же  пра- 
вилу, какъ  и  при  пресѣченпі  двухъ  цплиндровъ,  замѣчая  при  томъ,  что  про- 
изводящая конуса,  кои  будутъ  видимы  на  одной  онаго  полѣ,  будуптъ  не  видимы 
на  другой,  п  обратно  ;  что  л;е  касается  до  частей  поверхностей,  закрытыхъ 
одна,  другою,  то  оныя  опредѣляются  внимательнымъ  разсматриваніемъ  вза- 
нмпаго  положенія  поверхностей,  относительно  къ  тѣмъ  же  вспомогательнымъ 
плоскостямъ  •,  здѣсь  мы  замѣтимъ  токмо  то,  что  производяіція ,  служащія 
пределами  поверхностей,  выказываются  плп  скрываются  съ  точекъ  пхъ  ка- 
санія  къ  вѣтвямъ  кривой  пресѣченія. 

184.  Излолшвъ  нѣкоторыя  примѣчанія  относительно  къ  крипымъ  пре- 
сѣченія  двухъ  цилиндровъ,  и  конуса  и  цилиндра,  мы  оставляемъ  читателямъ 
вывести  подобныя  наблюдепія  относительно  къ  кривой  пресѣченія  двухъ 
конусовъ  ,  что  ,  при  сообразованіи  съ  сказаннымъ  нами  предъ  симъ  (182  п 
183),  не  представитъ  ни  какой  трудности',  ибо  система  вспомогательныхъ 
плоскостей  при  пресѣченіи  двухъ  конусовъ,  равно  какъ  н  при  пресѣченіи  ци- 
линдра съ  конусомъ,  проходишь  всегда  чрезъ  постоянную  прямую,  въ  по- 
слѣднемъ  случаѣ  соединяющую  вершины  двухъ  данныхъ  конусовъ. 

185,  При  заданіи  двухъ  поверхностей  вращенія  легко  можно  повѣрпть, 
пресѣкаются ли  оныя,  пли  нѣтъ*,  для  сего  проводятъ  цилиндры,  обертываю- 
щее сіи  поверхности  перпендикулярно  къ  плоскостямъ  проэкцій  кривыя 
касанія  сихъ  цилиндровъ  будутъ  наибольшая  кривыя,  начерченныя  на  данныхъ 
поверхностяхъ,  относительно  къ  симъ  плоскостямъ.    Такпмъ  образомъ,  мы 
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будемь  имѣть  два  цилиндра,  перпендикулярные  къ  перптпкальпой  плоскости', 
пхъ  основанія  на  сей  плоскости  будутъ  вертикальпыя  проэкціи  задаиныхъ 
шоскихъ  произподящпхъ.  Также  будемъ  имѣть  два  цилиндра,  перпендику- 
лярные къ  горизонтальной  плоскости*,  пхъ  основанія  будутъ  горпзопталь- 
ныя  проэкціи  напбо.іьшпхъ  горизонтальныхъ  круговъ  поверхностей.  Когда 
сіп  двѣ  пары  цилиндровъ,  калідая,  содержатъ  въ  седѣ  цилиндры  пресѣкаю- 
іціеся,  то  и  самыя  поверхности  пресѣкутся;  но  чтобы  цилиндры  пресѣкались, 
должно,  чтобы  пресѣклись  основанія  оныхъ*,  пзъ  сего  слѣдуетъ,  что  при 
пресѣкающпхся  поверхностяхъ  вращенія,  вертикальпыя  проэкціп  пхъ  плос- 
кпхъ  производящпхъ,  между  собою,  и  горизонтальныя  проэкціп  наибольшихъ 
ихъ  горизоитальпыхъ  круговъ,  между  собою,  должны  пресѣкаться 

Для  опредѣленія  особенныхъ  точекъ  кривой  пресѣченія,  прпнимаютъ  въ 
разсужденіе  наибольшія  кривыя,  на  поверхностяхъ  начерченпыя  ,  и  строятъ 
для  оныхъ  точки,  принадлежащія  искомой  кривой  пресѣченія. 

Такъ  какъ  кривая  пресѣченія  есть  кривая,  находящаяся  на  каждой  пзъ 
пресѣкающихся  въ  опой  поверхностей ,  то  при  опредѣленіи  ея  видимыхъ  и 
невпдпмыхъ  точекъ  относительно  къ  плоскостямъ  проэкцій ,  руководству- 
ются уже  изложенными  нами  правилами  объ  опредѣленіи  видимыхъ  п  невп- 
дпмыхъ частей  поверхпостей  относительно  къ  плоскостямъ  проэкцій,  обра- 
щая при  томъ  внпманіе  па  высоту  поверхпостей  относительно  къ  плоско- 
сти вертикальной,  для  вертикальной  проэкціи,  п  на  высоту  оныхъ  относи- 
тельно къ  плоскости  горизонтальной,  для  горизонтальной  проэкціп  кривой 
пресѣченія. 

186.  Въ  примѣчаніи  къ  вопросу  о  посшроеніп  кривой  пресѣченія  двухъ 
косыхъ  цплпндровъ  мы  показали,  что  всегда  возможно  предположить  горизон- 
тальную плоскость  проэкцій  перпендикулярною  къ  плоскостямъ  параллелизма 
обоихъ  косыхъ  цплпндровъ,  когда  не  существуепіъ  особенныхъ  условій,  опре- 
дѣляющпхъ  положеніе  таковой  плоскости  проэкцій.  Но  можетъ  случиться, 
что  вопросъ  о  построеніп  кривой  пресѣченія  двухъ  косыхъ  цилиндровь  со- 
ставляетъ  часть  болѣе  сложнаго  вопроса,   прочія  данныя  геометрпческія , 


Мы  предположили  въ  семь  изложеніи,  что  оси  поверхностей:  между  собою  пареіхіельны ;  вь 
случаѣ  непаралдехьныхъ  осей  употребляются  подобные  же  обертываюіціе  п;іілііндры:  разность 
будетъ  токмо  въ  кривыхъ  касаиія. 

* 
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величины  коего  опредѣляібшъ  уже  положеніе  плоскости  ,  принимаемой  за  го- 
ризонтальную плоскость  проэкціи.  Рѣшеніе  вопроса  о  построеніи  кривой 
пресѣченія  и  въ  семъ  случаѣ  остается  то  же.  но  тог/^а  долашо  будетъ  про- 
вести производящую  косаго  цилиндра,  коего  плоскость  параллелизма  наклонна 
къ  горизонтальной  плоскости.  Для  сего  берется  произвольно  точка  на  од- 
ной изъ  направляющпхъ  •,  проводится  чрезъ  сію  точку  плоскость,  параллель- 
ная данной  плоскости  параллелизма  *,  строится  пресѣченіе  сей  наклонной 
плоскости  съ  второю  направляющею.  Изъ  предъпдущаго  видно,  что  за- 
труднепіе  будетъ  состоять  въ  построении  точки  пресѣченія  данной  кри- 
вой съ  наклонною  къ  плоскостямъ  проэкцій  плоскостію",  но  для  сего  должно 
принять  въ  разсужденіе  горизонтально ,  пли  вертикально  проэктирующій 
цилиндръ  данную  крпьую  направляющую,  или,  естьли  сгя  кривая  есть  пло- 
ская направляющая,  то  ея  горизонтально ,  или  вертикально  проэктирую- 
щую  плоскость.  Потоиъ  строятъ  пресѣченіе  сей  вспомогательной  поверх- 
ности съ  наклонною  шоскостію,  и  точку  вспірѣчп  сей  лппіи  пресѣченія  съ 
кривою  направляющею*,  сія  точка  вспірѣчп  будетъ  искомою  точкою  пресі- 
ченія  наклонной  плоскости  съ  направляющею.  Послѣ  сего,  чрезъ  постро- 
енную таковымъ  образомъ  точку  н  взятую  на  первой  направляющей  про- 
водятъ  прямую,  которая  и  будетъ  искомою  производящею  косаго  щшшдра*). 


О  крмвизнгъ  и  о  разверзаюіцихсл  кривыа:^  ^вопкой  кривизны. 

18^.  Извѣстно,  что  когда  прямая,  принимаемая  въ  разсужденіе  на  пло- 
скости, будетъ  вращаться  около  одной  нзъ  ея  точекъ,  предположенной  не- 
подвижною, тогда  всѣ  другія  точки  оной  прямой  опишутъ  около  неподвиж- 

Вообще  замѣтимъ,  что'  для  бодѣе  точнаго  начергаанія  по  построеинымъ  точкамъ  крігвон  прс- 
сѣчснія  дврсъ  даыныхъ  поверхностей ,  необходимо  опредѣдишь  многоугольники ,  къ  сторонаиъ 
коихь  должны  быть  касатсльны,  соотвѣтсгавенно  ,  вертикальная  и  горизонтальная  проэкціи 
кривой  пресЬченія.  СЬі  многоугольники  определятся  посшросніемъ  касатстьныхъ  къ  искомой 
кривой  чрезъ  построенныя  для  оной  точки.  Система  вертііка.іыіыхъ  проэкціи  сихъ  касашсіь- 
ныхъ  составить  многоугольннкъ^  для  впнсанія  въ  ономъ  вертикальной  проэкі^іи  кривой;  на  го- 
ризонтальной плоскости  проэкцій  получимъ  также  многоугольникь  для  вписанія  горизонтальной 
проэкіі,іи  кривой.  Способъ  ііостроенія  касательной  къ  кривой,  опредѣдяемой  пресѣченісмъ  двухъ 
данныхь  поверхносгаей,  ліздоженъ  въ  начадѣ  III  книги  сего  к^фса. 
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ной  точки,  окружности  конценшрііческііхъ  кругопт^.  Всякая  крипая  мо/кешъ 
^ыть  производима  подобпымъ  образоліъ. 

Пусть  ММ  О  {ъсрт.  XII,  фиг.  28)  представляетъ  намъ  какую  ип  есть 
крііпую,  наперченную  на  плоскости*,  пообразгшъ,  что  прямая  АВ  двпліѳтся 
такъ,  что  прп  псѣхъ  ея  пололіеніяхъ  пребываетъ  касательною  къ  сей  кривой,  не 
принимая  при  томъ  дви;кенія  по  направленію  ея  длины  •,  тогда  каждая  точка 
Р  сей  прямой  опіішетъ  кривую  СР1'  Г"Н ,  коей  свойства ,  очевидно,  будутъ 
слѣдующія. 

Каждой  элементъ  Ѵ()  описанной  кривой  будетъ  перпеидпкуляренъ  къ 
соотвѣтсткующему  оному  направленію  прямой  АВ  ;  ибо  сей  элементъ  имѣетъ 
тоже  напрат^леніе,  которое  бы  имѣлъ  въ  Р  элементъ  круговой  дуги,  оппсан- 
ной  изъ  точки  М  касанія,  принятой  за  центръ,  радіусомъ  равньшъ  РЛІ.  И. 
такъ  касательная  въ  Р  къ  оппсанноп  кривой  будетъ  перпендикулярна  къ 
прямой  проведенной  чрезъ  точку  Р,  касательной  къ  данной  кривой  ІММО. 

Когда  описывающая  точка  Р  находится  со  стороны  ,  съ  которой  пря- 
мая АВ  приблигкается  къ  кривой,  къ  коей  касательна,  тогда  кривая  СР  бу- 
детъ шіѣть  направленіе  къ  іѴШО  до  встрѣчп  съ  сею  лииіею  ,  что  будетъ 
пмѣть  мѣсто  тогда,  когда  описывающая  точка  содѣлается  сама  точкою  касанія 
прямой  АВ,  предположенной  перенесенною  въ  СО:  но  сія  кривая  не  будетъ 
простираться  далѣе*,  и  естьли  прямая  продоллштъ  ея  движеніе,  точка  Р, 
а  по  сему  и  описываемая  оною  точкою  кривая,  возвратится  въ  Р '.  Такъ  какъ 
описанная  кривая  всегда  перпендикулярна  къ  движущейся  прямой ,  то  двѣ 
вѣтви  СРР'  и  Р  Р"Н  будутъ  обѣ  перпендикулярны  къ  прямой  СО,  а  по  сему 
и  къ  кривой  ММ  О,  къ  которой  сія  прямая  касается  въ  точкѣ  Р  .  Слѣдова- 
тельно  сіи  двѣ  вѣтвп  коснутся  и  между  собою  въ  сей  точкѣ  Р . 

Точка  Р  ,  въ  которой  кривая  линія  возвращается  такъ ,  что  двѣ  ея 
вѣтви  касаются  въ  сей  точкѣ,  называется  тогкою  возврата. 

Кривая  ММР'О,  на  которую  упирается  движущаяся  прямая,  непрестанно 
къ  оной  касательная,  называется  разверзающеюся  кривою  СРР'Р'  Н,  потому 
что  какая  ни  есть  ММР'  изъ  ея  дугъ  равна  соотвѣтствующей  части  МР 
движущейся  прямой:  кривая  же  СРР'Р  'Н  принимаетъ  названіе  кривой  развер- 
заніл  сей  кривой  ММ  О.  Такъ  какъ  можно  пмѣть  столько  таковымъ  образомъ 
описанныхъ  кривыхъ,  сколько  можно  вообразить  точекъ  Р,  р,  на  прямой  АВ, 
предположенной  неопредѣлеыною,  шо  очевидно,  что  одна  и  ша  же  разверзаю- 
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щаяся  можешъ  ішѣть  безчпсленное  множество  ея  раз.шчныхъ  крпвыхъ  раз- 
верзанія,  таковыхъ  какъ  0Р1''Р"Н,  ^рр'р'к  п  всѣ  сіп  крцвыя  разверзаііія 
пмѣютъ  свойство,  по  которому  нормальныя  пхъ  будутъ  пмъ  общіілш.  Мы 
вскорѣ  увпдішъ,  что,  обратно,  не  существуетъ  ни  одной  кривой ,  которая 
бы  не  имѣла  безконечнаго  множества  различныхъ  разверзающихся. 

188.  Мы  показали  (18'7),  какпмъ  образомъ  кривая  разверзанія  можетъ 
быть  составлена  посредствомъ  разверзающейся  •,  легко  представить,  какъ, 
въ  свою  очередь,  разверзающаяся  мол;етъ  быть  составлена  во  ея  кривой 
разверзанія.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  мы  видѣли,  что  всѣ  нормальныя  къ  кривой 
разверзанія  касательны  къ  разверзающейся.  И  такъ,  естьлп  чрезъ  всѣ 
точки  Р,  ^,  предложенной  кривой  СР^Р  вообразпмъ  нормальныя,  то  кривая 
МГѴ'0,  ко  всѣмъ  спмъ  нормальнымъ  касательная,  будетъ  разверзающеюся. 
При  томъ,  когда  бы  представили,  что  чрезъ  двѣ  прплежащія  точки,  въ  без- 
конечно  маломъ  разстояніи  находящіяся,  проведены  двѣ  нормальныя  РВ,  (^й, 
то  усмотрѣлп  бы,  что  точка  М  ихъ  пресѣченія  будетъ  находиться  на  раз- 
верзающейся *,  и  сія  точка  можетъ  быть  разсматрпваема  какъ  центръ  малой 
дуги  круга  ,  оппсанпаго  радіусожъ  РЛІ,  и  который  пмѣетъ  ту  же  кривизну 
какъ  и  дуга  Р^  разсматриваемой  кривой.  Радіусъ  РіМ  круга,  коего  кривизна 
есть  та  ;ке  какъ  и  безконечно  малой  дугп  Р^  кривой  лпніи  ,  называется 
ра^іусоат  иргівизлы  сей  дуги;  точка  ІМ  пресѣченія  двухъ  прплежащихъ  нор- 
мальныхъ  будетъ  центромъ  кривизтл  сей  дуги ;  и  сія  кривизна  пзвѣстна, 
когда  опредѣлено  положеніе  точки  М. 

189.  До  сихъ  поръ  мы  предполагали  кривыя  плоскими  и  разсматрпвали 
происходящее  на  плоскости;  теперь  же  перейдемъ  къ  кривымъ  двоякой  кри- 
визны, каковы  суть  кривыя  пресѣченія  кривыхъ  поверхностей. 

Когда  Бообразимъ  прямую  проведенную  чрезъ  цонтръ  круга  ,  перпенди- 
кулярно къ  его  плоскости,  и  неопределенно  въ  обѣ  стороны  продол;иенную, 
тогда,  очевидно,  каждая  точка  сей  прямой  будетъ  находиться  въ  равныхъ 
разстояніяхъ  отъ  всѣхь  точекъ  окружности,  и  слѣдовательно  ,  естыи  во- 
образпмъ,  что  другая  прямая,  ограниченная  съ  одной  стороны  какою  ни  есть 
пзъ  точекъ  окружности,  а  съ  другой  примыкающая  къ  какой  ни  есть  точкѣ 
перпендикуляра,  вращается  около  сего  послѣдняго  какъ  около  оси,  составляя 
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съ  пимъ  постоянно  іпогпъ  ліе  уго.іъ:  тогда  двпл;ущІйся  конецъ  ссіі  прямой 
опишегаъ  окружность  круга  такъ  же  точно  ,  какъ  бы  оную  можно  было 
описать,  вращая  радіусъ  около  центра.  Описыпаніе  круга  посрсдствомъ 
радіуса ,  которое  составляетъ  частный  случай  перваго,  по  его  простотѣ 
можетъ  дать  болѣе  живое  поняпііе  о  протяженін  круга-,  но  разсматрпвая 
токмо  способъ  опнсыванія,  усмотрпмъ,  что  первое  моліетъ  быть  въ  иѣко- 
торыхъ  случаяхъ  выгоднѣе,  потому  что,  взявъ  на  оси  два  полюса  съ  обѣихъ 
стороиъ  плоскости  круга,  потомъ  проведя  чрезъ  сіи  двѣ  точки  двѣ  пресѣ- 
кающіяся  на  окружности  прямыя,  и  приведя  въ  двиліеніе  систему  снхъ  дпухъ 
прямыхъ  около  оси,  такъ,чтобъ  ихъ  точка  пресѣченія  была  неподпплиіа  на 
одной  и  на  другой  прямой,  усмотримъ,  что  сія  точка  оппшетъ  окружность 
круга,  при  чемъ  не  нужно  предварительно  строить  плоскость  ,  въ  которой 
сей  кругъ  долліенъ  находиться. 

190.  Пусть  КЛлВ  (фиг.  29)  будетъ  какая  ни  есть  двояко  кривая  лпнія, 
начерченная  въ  простраиствѣ.  Чрезъ  точку  А  сей  кривой  вообразимъ  пло- 
скость М^ОР,  перпендикулярную  къ касательной  въ  А*,  чрезъ  безконечпо  при- 
ближенную точку  а  пусть  будетъ  проходить  плоскость  /»/гОР,  перпендику- 
лярная къ  касательной  въ  а'-,  сіи  двѣ  плоскости  пресѣкутся  въ  прямой  01*, 
которая  будетъ  осью  круга,  коего  частью  можетъ  почесться  малая  дуга 
Агг  кривой  лииіи,  такимъ  образомъ,  что  естьлн  пзъ  точекъ  А,  а  опустпмъ 
перпендикуляры  на  сію  прямую,  то  сіи  перпедпкуляры  будутъ  между  собою 
равны  п  встрѣтятъ  оную  въ  точкѣ  С,  которая  будетъ  центромъ  сего 
круга.    Всѣ  другія  точки  сей  прямой  будутъ,  калідая,  въ  рав- 

ныхъ  разстояніяхъ  отъ  всѣхъ  точекъ  безконечно  малой  дуги  Ал,  п  слѣдо- 
вательно  могутъ  быть  приняты  за  полюсы.  И  такъ,  естьлн  пзъ  какой  нп 
есть  точки  §•  сей  оси  проведутся  двѣ  прямыя  въ  точки  А,  л,  то  сіи  пря- 
мыя §.\.,^а,  будутъ  между  собою  равны,  п  составятъ  съ  осью  углы  А^О, 
л^О,  равные  между  собою,  такъ,  что  для  опредѣленія  кривизны  кривой  въ 
точкѣ  А,  должно  задать  длину  радіуса  кривизны  АС,  а  для  озяачеиія  сто- 
роны кривизны,  должно  задать  положеніе  центра  О  въ  пространствѣ.  Но 
когда  предложенъ  просто  вопросъ  описать  малую  дугу,  тогда  равномѣрно 
достаточно  будетъ,  или  вращать  прямую  А^о'  около  осп ,  не  пзмѣняя  угла 
А^-О,  составляемаго  сими  прямыми,  плп  врага^агаь  радіусъ  кривизны  АС  пер- 
пендикулярно къ  сей  оси.  .  _ 
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И  шакъ  прямая  ОР  можетъ  быть  принята  за  лпнйо  полюсовъ  элеіѵіента 
Аа;  центръ  кривизны  сего  элемента  будетъ  тотъ  пзъ  спхъ  полюсовъ,  коего 
разсгаояніе  ошъ  элемента  есть  паиженыиее наконецъ  ея  радіусъ  крпвпзны 
будетъ  перпепдикуляръ  АС,  опущенный  отъ  элемента  на  лпнію  полюсовъ. 

191.  Теперъ  пололшмъ,  что  поступлено  со  всѣмп  точками  кривой  дво- 
якой крпвпзны  такъ,  какъ  было  поступлено  съ  однпмъ  изъ  ея  элементовъ, 
то  есть,  что  чрезъ  всѣ  прплежащія  точки  А,  А',  А ",  А  "  и  проч.  (фиг.  30)  про- 
ведены плоскости  ЛШОР  перпендпкулярныя ,  кгждая,  къ  касательной  кри- 
вой лпніи  въ  точкѣ  ея  пресѣчепія  съ  сею  кривою  *,  первая  пзъ  сихъ  плоско- 
стей встрѣтипіъ  вторую  въ  прямой  ОР,  которая  будетъ  геометрпческпмъ 
мѣстомъ  полюсовъ  дуги  АА  ',  вторая  пресѣчетъ  третію  въ  прямой  01*',  ко- 
торая есть  мѣсто  полюсовъ  дуги  А' А',  н  такъ  далѣе.  Очевидно,  что  сп- 
стема  всѣхъ  спхъ  прямыхъ  пресѣченія,  пли  крпвая  поверхность,  составленная 
системою  оныхъ ,  будетъ  геометрпческпмъ  мѣстомъ  полюсовъ  кривой 
К  АО  5  ибо  сія  кривая  не  будетъ  имѣть  полюса  иначе,  какъ  на  сей  поверхно- 
сти, ц  сія  поверхность  пе  будетъ  имѣть  точки,  которая  бы  не  былаполю- 
сомъ  какого  ни  есть  элемента  кривой. 

192.  Не  продолжая  нашего  изложенія,  покажемъ  предварительно  нѣко- 
гаорыя  свойства  поверхностей  сего  рода,  не  зависпмыя  отъ  кривой,  послу- 
жившей къ  составленію  оныхъ. 

Сін  поверхности  могутъ  разверзаться  на  плоскости  безъ  расторженія 
^  вздваиванія.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  элементы  подобные  ОР,  Р'О',  пзъ  коихъ  со- 
ставлена поверхность,  суть  безконечно  узкія  частицы  плоскостей,  п  сое- 
диняются последовательно  въ  прямыхъ  линіяхъ.  Слѣдовапіельно  всегда  воз- 
можно представить,  что  первый  пзъ  спхъ  элементовъ  ОРР  О'  вращается 
около  О  Р',  до  совмѣщенія  оиаго  съ  плоскостію  слѣдующаго  элемента  О  Р  О'  Р  "; 
п  что  потому  пхъ  система  вращается  около  О  Р  ,  до  ея  совмѣщенія 
С7і  третьего  плоскостію,  п  такъ  далѣе*,  пзъ  сего  видно,  что  нѣтъ  препят- 
ствія,  чтобы  таковымъ  образомъ  всѣ  элементы  поверхности,  безъ  расторліенія, 
совмѣстплись  въ  той  же  плоскости. 

Какъ  нормальиыя  шоскостп  къ  кривой  КАВ  ихъ  послѣдовашельнымп  пре- 
сѣченіямп  составляютъ  кривую  поверхность,  къ  коей  всѣ  сіи  плоскости  ка" 
сательны,  такъ,  равнымъ  образомъ,  прямыя  линіи,  въ  которыхъ  онѣ  пресѣка- 
югася,  встречаются  последовательно  въ  точкахъ ,  составляющихъ.  кривую 
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діюякой  крііпизны,  къ  коей  всѣ  сіи  прямыя  касателыіы  :  ибо  дпѣ  пзъ  сихъ 
пріілежащііхъ  прямыхъ  суть  пресѣченія  шоп  л»е  нормальной  плоскостп  ,  съ 
слѣдуіощею  за  оною,  п  предшесгппующею  ей  непосредсшкенпо  ,  плоскостями. 
По  сему  сіи  дпѣ  прямыя  находятся  въ  той  ;ке  плоскости  *,  слѣдопательно 
пресѣкаются  въ  какой  нп  есть  гаочкЬ  ,  и  рядъ  всѣхъ  таковыхъ  точекъ 
всшрѣчи  сосптавляетъ  на  кривой  поверхности  прпмѣчательпуіо  кривую. 
Дѣйствишельно,  прилежащія  прямыя,  пресѣкшись  на  кривой  къ  обѣимъ  пмъ 
касательной,  продолжаются  за  точку  пресѣченія,  іг  составляютъ  нхъ  про- 
доля;еніемъ  полу  поверхности,  отличную  отъ  полы,  составленноіі  частями 
тѣхъ  же  прямыхъ,  до  точекъ  пхъ  встрѣчи.  Сіи  двѣ  полы  сопрягаются  въ 
кривой,  которая,  относительно  ко  всей  поверхности,  составляетъ  настоя- 
щее ребро  возврата. 

Послѣ  сего,  чрезъ  точку  А  кривой,  въ  которой  пресѣкаетъ  первая  нор- 
мальная плоскость  Мі\ОР  сію  кривую,  проведемъ  въ  плоскости,  и  по  произ- 
вольному направленію,  прямую  до  ея  встрѣчи  съ  сѣченіемъ  ОР  въ  точкѣ 
чрезъ  точки  А,  ^д-  проведемъ,  во  второй  нормальной  плоскости,  прямую 
А'^-,  продолженную  до  точки  ея  встрѣчп  ^  съ  сѣченіемъ  О'Р'*,  предпололіимъ  , 
что  также  проведены  А"^'§-"  п  т.  д.  Кривая,  проходящая  чрезъ  всѣ  точки 
п  проч.,  есть  разверзающаяся  кривой  КАЕ);  ибо  всѣ  прямыя  к^,  \'^',А"§-' 
касательны  къ  кривой  такъ  какъ  оныя  суть  продолженія  элементовъ  сей 

кривой.  При  томъ,  естьли  вообразимъ,  что  первая  прямая  А^  вращается  около 
РО,  какъ  оси,  чтобы  совмѣститься  съ  следующею  А^,  то  оная  непре- 
станетъ  быть  касательною  къ  кривой  §^'§"'-,  и  ея  конецъ  А,  по  пробѣжаніп 
дуги  АА',  совпадетъ  съ  концемъ  А'  второй  прямой.  Предположимъ  также, 
что  вторая  лпнія  А  вращается  около  О  Р  ,  какъ  осп,  чтобы  совпасть  съ 
третьею  А"§^;  оная  не  престанетъ  быть  касательною  къ  кривой  и 
ея  коне1]^ъ  А  не  сопдетъ  съ  дуги  А'А",  и  такъ  далѣе.  Слѣдовательно  кривая 
такова,  что,  естьли  вообразимъ,  что  одна  изъ  ея  касательныхъ  вра- 
щается около  сей  кривой ,  пребывая  непрестанно  касательною  ,  п  не  имѣя 
двпженія  по  направленію  своей  длины,  то  одна  изъ  точекъ  сей  касательной 
оппшетъ  кривую  К  А  О,  слѣдовательно  оная  кривая  будетъ  одною  пзъ  ея 
разверзающихся.  Замѣтимъ,  что  направленіе  первой  прямой  К§  было  про- 
извольно', и  въ  какомъ  бы  другомъ  направленіи  нп  провели  сію  прямую  въ 
плоскостп  нормальной,  всегда  бы  опредѣлилп  другую  кривую  которая  бы 
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подобнымъ  ооразомъ  была  разверзающеюся  кривой  К  А  О.  Изъ  чего  и  слѣ- 
дуетъ,  что  всякая  кривая  пмѣетъ  безконечное  мполіество  разверзающихся, 
кои  всѣ  находятся  на  той  же  кривой  поверхности. 

Прямыя  А§^'иА  §-'  составляютъ  равные  углы  съ  прямою  О'Р';  п  эле- 
ментъ  есть  продолженіе  прямой   А"^',  слѣдовательно  два  прплеліащіе 

элемента  разверзающейся  составляютъ  равные  углы  съ  прямою 

О  Р',  проходящею  чрезъ  ихъ  точку  встрѣчи.  Но  когда  разсернемъ  поверх- 
ность, чтобы  наложить  оную  на  плоскость,  элементы  разверзающейся  непре- 
станутъ  составлять  тѣ  же  углы  съ  прямыми  О  Р'  ■  слѣдовательно  два  прп- 
лежащіе  элемента  кривой  разсматрпваемые  на   поверхности ,  распро- 

страненной на  плоскости,  составляютъ  равные  углы  съ  тою  ліе  прямого, 
н  такъ  оные  находятся  на  продолженіи  одинъ  другаго.  Изъ  сего  заключпмъ, 
что  каждая  пзъ  разверзающихся  кривой  двоякой  кривизны  содѣлывается 
прямою  линіею,  когда  содержащая  ихъ  поверхность  распространена  на  плос- 
кости*, слѣдственно  оная  на  сей  поверхности  будетъ  кратчайшею  изъ 
всѣхъ  тѣхъ  лпній,  кои  могутъ  быть  проведены  между  ея  концами, 

Изъ  сего  свойства  выводится  легкій  способъ  получать  разверзающуюся 
кривой  двоякой  кривизны,  когда  пмѣемъ  разверзающуюся  поверхность,  про- 
ходящую чрезъ  всѣ  шаковыя  лпніп.  Для  сего  должно  чрезъ  точку  на  кри- 
вой провести  касательную  къ  поверхности  нить,  п  прилагать  сію  нить  къ 
поверхности  натягивая*,  ибо,  по  причинѣ  напряженія,  нить  сія  приметъ 
направленіе  кратчайшей  кривой  меліду  ея  концами  ,  а  по  сему  налолштся  па 
поверхность  въ  одной  пзъ  разверзающихся. 

193.  Изъ  сказаниаго  усмотрпмъ,  какимъ  образомъ  возможно  описывать, 
непрерывпымъ  двиліеніемъ,  какую  ни  есть  кривую  двоякой  кривизны  ;  ибо, 
по  выработываніи  разверзающейся  поверхносніи,  къ  которой  касательны 
всѣ  нормальныя  плоскости  кривой,  естьлп,  пзъ  данной  точки  въ  простран- 
ствѣ,  и  чрезъ  которую  кривая  долліна  проходить,  направятся  двѣ  касатель- 
ныя  ниппі  къ  сей  поверхности,  п  естьлп,  по  наложеніп  ихъ  на  поверхность 
и  по  натянутіи,  укрѣпятъ  оныя  другими  концами  ,  тогда  точка  соединенія 
двухъ  нишей,  которая  будетъ  пмѣть  способность  двигаться  съ  касатель- 
ного плоскостіго  къ  поверхности,  не  скользя  ни  по  одной,  ни  по  другой  пзъ 
сіьѵъ  нитей,  опишегаъ  ея  двиліеиіемъ  предложенную  кривую. 
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194.  Все,  что  мы  предъ  спмъ  пзложши  относительно  къ  крпвымъ  дво- 
якой кривизны,  можетъ  быть  приложено  п  къ  плоскнліъ  кріівымъ*,  разность 
будетъ  состоять  токмо  въ  томъ ,  что,  такъ  какъ  всѣ  плоскости  нормальныя 
перпендикулярны  къ  плоскости  кривой,  то  прлмыя  ихъ  прилсжащпхъ  прссѣченій 
будутъ  также  къ  той  же  плоскости  перпендикулярны,  а  по  сему  мел:ду  со- 
бою параллельны.  Разверзающаяся  поверхность ,  къ  которой  касательны^ 
всѣ  нормальныя  плоскости,  будетъ  по  изложенному  і][илпндрическою  поверх- 
ностію,  коей  перпендикулярное  сѣченіе  есть  обыкновенная  разверзающаяся 
кривой.  Но  сія  цилиндрическая  поверхность  содеряіитъ  такдіе  всѣ  развер- 
зающіяся  двоякой  кривизны,  прпнадлежащія  сей  кривой  ,  и  каждая  пзъ  спхъ 
разверзающихся  составляетъ,  со  всѣми  прямыми  производящими  і][илпндрп- 
ческой  поверхности,  постоянные  углы.  Нить  обыкновенпаго  винта  есть 
одна  нзъ  разверзающихся  кривой  разверзанія  круга,  служаш,аго  основапіемъ 
цилиндрической  поверхности,  на  которой  оный  находится*,  и  при  всякой 
высотѣ  винтоваго  колѣна,  естьли  діаметръ  цилиндра  не  пзмѣпяется,  то 
нить  будетъ  всегда  одною  пзъ  разверзающихся  той  же  кривой. 

195.  По  пзложеніи  теоріи  кривыхъ  двоякой  кривизны,  займемся  кривыми 
поверхностями.  Сей  вопросъ  по  свойству  его  можетъ  быть  изложенъ  по- 
средствомъ  анализа  гораздо  легче,  нежели  помощію  простаго  разсматрпванія 
свойствъ  пространства*,  но  получаемые  выводы  могутъ  быть  полезны  худож- 
никамъ ,  коихъ  мы  не  полагаемъ  ознакомленными  съ  аналитическими  дѣй- 
ствіями;  и  такъ  постараемся  изложить  сей  предметъ  одними  токмо  геоме- 
трическими разсужденіямп.  Предлагаемый  способъ  имѣетъ  свойственную  ему 
ясность,  но  нѣсколько  укоснитъ  ходъ  пзложенія. 

Поверхности,  относительно  къ  ихъ  кривизнамъ,  могуптъ  быть  раздѣлены 
на  гари  великіе  класса.  Первый  заключаетъ  въ  себѣ  тѣ  пзъ  оныхъ,  кои  во 
Есѣхъ  ихъ  гпочкахъ  не  пмѣютъ  ни  какой  кривизны;  поверхности  сего  рода 
суть  плоскости,  которыя  впрочемъ  могутъ  пмѣть  произвольное  положеніе 
въ  пространствѣ.  Второй  классъ  содержитъ  въ  себѣ  тѣ  поверхности,  кои 
въ  каждой  пзъ  ихъ  точекъ  имѣютъ  одну  кривизну;  сіи  поверхности  суть, 
вообще,  разверзающіяся  поверхности,  коихъ  два  прилежащіе  элемента  зіогутъ 
быть  разсматриваеиы  составляющими  часть  конической  поверхности,  даже 
принимая  величину  сихъ  элементовъ  неопредѣленпою  въ  сторон}'  производя- 
щей конической  поверхности.    Наконецъ  всѣ  прочія  кривыя  поверхности  со- 


сгпавляюптъ  трегпііі  классъ ;  въ  каждой  пзъ  пхъ  іпочекъ  опыя  пм1.ютъ  двѣ  раз- 
личный кривизны,  и  кои  могутъ  нЗімѢняпться,  одна  независимо  отъ  другой. 
Начнемъ  разсмаптрпваніемъ  самыхъ  простѣйшихъ  кривыхъ  поверхностей,  ц 
во  первыхъ  поверхностей  цилпндрическихъ. 

196.  Пусть  АВГЕ  (фиг.  31)  представляетъ  неопредѣленную  цилиндри- 
ческую поверхность  какого  ни  есть  основанія,  на  которой  разсматри- 
ваютъ  произвольно  взятую  точку  Ь.  Чрезъ  сію  точку  вообразимъ  произ- 
водящую СЬС,  и  сѣченіе  ІЬК  плоскостію,  перпендикулярною  къ  производя- 
щей*, сіе  сѣченіе  будетъ  параллельно  и  подобно  основанію  поверхности.  На 
конецъ  чрезъ  точку  Ь  вообразимъ  къ  поверхности  нормальную  Ы**,  сія  нор- 
мальная будетъ  перпендикулярна  къ  производящей  СС,  а  по  сему  будетъ  на- 
ходиться въ  плоскости  сѣченія  ІЬК*,  при  томъ  оная  будетъ  перпендикулярна 
къ  касательной  къ  сѣченію  въ  точкѣ  ^•,  или,  соединивъ  выѣстѣ  оба  условія^ 
оная  будеть  перпендикулярна  къ  касательной  плоскости  къ  поверхности  въ 
гаочкѣ  Ь.  Послѣ  сего,  естьли  возмемъ  на  поверхности  двѣ  другія  точки, 
безконечно  прпблпженпыя  къ  точкѣ  Ь,  одну  М  на  производящей  СС,  другую 
N  на  перпендикулярномъ  сѣченіи,  и  естьли  чрезъ  кад?дую  изъ  сихъ  точекъ 
проведемъ  нормальную  къ  поверхности,  то  сіп  двѣ  нормальныя  М^,]NР  бу- 
дутъ ,  каждая,  въ  той  ;ке  плоскости  съ  первою  нормальною  ^V'^  носіипло- 
скосіпп  будутъ  различны  для  сихъ  двухъ  нормальныхъ.  Дѣйствительно  такъ 
какъ  касательная  плоскость  къ  поверхности  въ  Ь  касательна  и  въ  М,  двѣ 
прямыя  ЬР  и  М^  перпендикулярны  къ  той  же  плоскости*,  слѣдовательио 
оныя  между  собою  параллельны,  а  по  сему  находятся  въ  той  же  плоскости. 
Сіи  двѣ  параллельныя  прямыя  могушъ  быть  разсматриваемы  встрѣчающимися 
въ  безконечности.  Что  ліе  касается  до  нормальныхъ  ЬР,  NР,  оныя,  очевидно, 
заключаются  въ  плоскости  перпендикуЛярнаго  сѣченія',  слѣдовательно  онѣ 
пресѣкаюніся  въ  какой  ни  есть  точкѣ  сей  плоскости ,  и  такъ  двѣ  плоскости, 
содер/кащія  гари  нормальныя  по  двЬ,  не  токмо  различны,  но  еще  перпен- 
дикулярны одна  къ  другой. 

197.  Послѣ  сего  какую  бы  другую  точку  О  ни  взяли  на  поверхности, 
безконечно  приблид?епную  къ  первой  точкѣ  Ь,  естьлп  чрезъ  сію  шочку  вообра- 
зимъ къ  поверхности  нормальную  0^,  сія  нормальная  не  будетъ  находиться 
ъъ  топіке  плоскости  съ  первою  нормальною  ЬР,  п  по  сему  не  можетъ  оную 
встрѣтигаь  :  ибо,  есгаьли  чрезъ  точку  О  вообразимъ  новое  сѣченіе  ЮА-,  пер- 
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пендпкулярное  къ  поверхности,  и  которое  пресѣкаетъ  гдѣ  ни  есть  пъ  точкѣ 
М  производящую  проходящую  чрезъ  точку  Ь,  то  нормальная  0^  будетъ  въ 
плоскости  сего  сѣченія  По  сему  двѣ  иормальныя  ЬР  и  0^  будутъ  нахо- 
диться въ  двухъ  параллельныхъ  плоскостяхъ,  и  сами  токмо  тогда  будутъ 
заключаться  въ  той  же  плоскости,  когда  будутъ  параллельны  мел;ду  собою: 
но  онѣ  непараллельны.  И  въ  самомъ  дѣлѣ,  естьли  вообразимъ  нормальную  въ 
шочкѣ  !М,  то,  какъ  видѣли  преліде,  сія  нормальная  М^  будешъ  параллельна  ^V  •,  но 
не  будетъ  параллельна  0(^:  следовательно  нормальпыя  І^Р  и  0^  не  будутъ 
параллельны  меяіду  собою ;  потому  не  находятся  въ  той  л;е  плоскости , 
слѣдственно  никогда  не  встрѣтятся. 

198.  Изъ  сего  усмотримъ,  что,  по  проведеніи  чрезъ  какую  ни  есть 
точку  цилиндрической  поверхности,  нормальной  къ  поверхности ,  когда  по- 
ліелаютъ  провести  еще  нормальную  въ  безконечно  близкой  точкѣ,  при  которой 
ііовая  нормальная  была  бы  въ  той  же  плоскости  съ  предъпдущею ,  и  могла  бы 
оную  встрѣтить  даже  въ  безконечносшп,  то  естьли  сіе  необходимо,  нельзя  иначе 
оному  удовлетворить,  какъ  по  двумъ  разлпчнымъ  направленіямъ:  1)  слѣдуя 
иаправленію  прямой  производящей  поверхность,  и  тогда  новая  нормальная 
встрѣчаетъ  первую  въ  безконечности ;  2)  слѣдуя  перпендикулярному  сѣченію 
поверхности,  и  тогда  новая  нормальная  встрЬтитъ  первую  въ  точкѣ,  коей 
разстояиіе  зависитъ  огаъ  кривизны  основанія  въ  соотвѣтствующей  точкѣ', 
наконецъ,  что  сіи  два  направленія  суть  меліду  собою  подъ  прямыми  углами 
на  поверхности. 

Двѣ  точки  встрѣчи  трехъ  нормальныхъ  будутъ  по  сему  единствен- 
ными возможными  центрами  кривизны  элемента ,  разсматрпваемаго  на  по- 
верхности*, двѣ  разлпчныя  плоскости,  проходящія  чрезъ  первую  нормальную 
и  чрезъ  каяідую  изъ  двухъ  другихъ,  показываютъ  направленіе  каждой  изъ 
сихъ  крпвизнъ;  разстоянія  точки  на  поверхности  до  двухъ  точекъ  встрѣчи 
нормальныхъ  суть  рсііЗ^іусы  ^вухь  крііонгпъ',  и  видно,  что  въ  цилиндрическихъ 
поверхностяхъ,  такъ  какъ  одинъ  изъ  сихъ  радіусовъ  безконеченъ,  мелідутѣмъ 
какъ  величина  другаго  завпсптъ  отъ  свойства  основанія  поверхности  ,  для 
каждой  изъ  точекъ  сущесткуетъ  токмо  одна  конечная  кривизна;  другая  же 
всегда  безконечно  мала,  пли  ничтожна. 

Сказанное  нами  мол^етъ  быть  легко  приложено  ко  всѣмъ  разверзающимся 
поверхностямъ,  коихъ  два  прплежащіе  элемента,  даже  пеопредѣлепные  по  на- 
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правлеііію  прямой  производящей,  могушъ  быть  всегда  разсматрпваемы  соста- 
вляющими часть  нѣкоторой  цилиндрической  поверхности.  Перейдемъ  те- 
перь къ  общвіму  случаю  какихъ  ни  есть  крпвыхъ  поверхностей. 

199.  Пусть  АВСІ)  (фиг. 32)  представляетъ  какую  ни  есть  кривую  по- 
верхность, на  которой  принимается  въ  разсужденіе  произвольно  взятая 
точка  Ь,  и  пусть  чрезъ  сію  точку  ^  воображена  прямая  /ЬР,  касательная 
къ  поверхности  5  положеніе  сей  прямой  будетъ  неопредѣлено :  она  можетъ 
быть  проведена  какпмъ  бы  то  ни  было  образомъ  въ  касательной  плоскости 
къ  поверхности  въ  точкѣ  Ь.  Послѣ  сего  представимъ  себѣ,  что  прямая 
Ру  двпяіется  такъ,  что  всегда  параллельна  самой  себѣ,  и  всегда  касательна 
къ  кривой  поверхности  5  сія  прямая  оппшетъ  при  ея  движеніи  нѣкоторую 
цилиндрическую  поверхность  Ее^С,  коей  основаніе  будетъ  зависить  отъ  вида 
кривой  поверхности,  и  которая  коснется  къ  сей  кривой  поверхности  въ 
кривой  ЬСКАЬ,  произведенной  двпяіеніемъ  точки  касанія  прямой  производя- 
щей, къ  кривой  поперхностп.  Сія  кривая  касанія  ЬСКАЬ  будетъ  вообще 
кривою  двоякой  кривизны. 

200.  Въ  весьма  частномъ  случаѣ  кривой  поверхности  втораго  порядка, 
то  есть  въ  случаѣ  поверхности,  которая  можетъ  быть  не  иначе  разсѣчена 
какою  ни  есть  п.іоскостію,  какъ  въ  коническомъ  сѣченіи,  линія  касанія  къ 
обертывающей  оную  цилиндрической  поверхности ,  будетъ  всегда  плоская 
кривая,  при  всякомъ  направленіп  производящей  цилиндрической  поверхности. 

201.  Въ  болѣе  общемъ  случаѣ,  въ  которомъ  кривая  поверхность  произ' 
ведена  двпженісмъ  плоской  кривой,  неподвшкной  въ  своей  плоскости,  но  дви- 
жущейся съ  оною,  когда  сія  послѣдняя  катится  по  двумъ  даннымъ  кривымъ 
поверхностямъ,  для  каждой  точки  поверхности  существуетъ  одно  направле- 
на прямой  производящей,  при  которомъ  цилиндрическая  поверхность  ,  про- 
изведенная движеніемъ  сей  прямой,  касается  въ  плоской  кривой  къ  кривой 
поверхности  •,  и  сіе  направлеиіе  должно^  быть  таково  ,  чтобы  сія  прямая 
была  всегда  перпендикулярна  къ  движущейся  плоскости,  когда  оная  плоскость 
проходитъ  чрезъ  разсматриваемую  точку.  Поверхности  вращенія  состав- 
ляютъ  сего  частный  случай.  И  дѣиствптельио,  когда  чрезъ  какую  ни  есть 
точку  поверхности  вращенія  вообразимъ  п^іямую,  касательную  къ  поверх- 
ности, и  перпендикулярную  къ  меридіональной  плоскости  сей  точки,  и  есть.іи 
представимъ,  что  сія  прямая  движется,  пребывая  всегда  касательного  къ  по- 
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всрхностп,  п  перпендикулярною  къ  той  же  мерпдіональпой  плоскости,  тогда 
точка  касанія  липіи  къ  поверхности  пробѣжитъ  окружность  меридіана,  и 
прямая  произведетъ  і^илпндрическую  поверхность  ,  касательную  къ  посерх- 
ности  врап^енія  въ  окружности  того  ліе  віеридіана,  и  слѣдовательно  каса- 
тельного въ  плоской  кривой. 

202.  Во  всякомъ  другомъ  случаѣ,  цилиндрическая  поверхность,  описан- 
ная около  какой  ни  есть  поверхности,  касается  къ  сей  поверхности  въ 
кривой  ЬСКАЬ  двоякой  кривизны. 

Прямая  Р1->У  проведена  была  произвольно  въ  касательной  плоскости  къ 
поверхности  въ  точкѣ  Ь*,  естьли  чрезъ  точку  Ь  вообразимъ  касательную 
ЬІІ  къ  кривой  касанія  ЬСКАЬ,  то  сія  касательная  будетъ  составлять  съ 
прямою  производящею  КЬу  уголъ  РЫІ,  зависящій  отъ  свойства  кривой  по- 
верхности и  отъ  произвольнаго  направленія,  прпдапнаго  прямой  у!  Воо- 
бразимъ, что  всегда  возможно  въ  калідомъ  частномъ  случаѣ,  что  направленіе 
прямой  Е^у  измѣняется,  и  при  томъ  что  сія  прямая  остается  касательною  къ 
поверхности  въ  точкѣ  Ь,  и  что,  въ  слѣдствіе  сего  новаго  направленія,  сія 
прямая  движется  параллельно  самой  себѣ,  всегда  касаясь  къ  поверхности 
оная  произведетъ  при  семъ  двпженіи  другую  цилиндрическую  поверхность, 
описанную  около  разсматриваемой  поверхности,  къ  которой  и  коснется  въ 
другой  лпніи  касанія  двоякой  кривизны?  сія  новая  кривая  касанія  пройдетъ 
также  чрезъ  точку  и  ея  касательная  въ  сей  точкѣ  будетъ  составлять 
съ  новымъ  направлеиіемъ  прямой  производящей  уголъ,  разнящійся  съ  первымъ 
угломъ  РЫІ.  Представимъ  себѣ,  что  таковымъ  образомъ  измѣняли  направленіе 
прямой  производящей,  до  тѣхъ  поръ,  когда  цилиндрическая  поверхность,  про- 
изведенная сею  прямою,  коснется  къ  поверхности  въ  кривой  касанія,  къ 
коей  касательная  въ  точкѣ  Ь  перпендикулярна  къ  прямой  производящей. 

Послѣ  сего  пусть  имѣемъ  (фиг.  33)  какую  ни  есть  кривую  поверхность, 
на  которой  во  первыхъ  предположимъ  какую  ни  есть  точку  Ь',  пусть 
біудетъ  прямая  касательная  къ  поверхности  въ  точкѣ  Ь,  коей  направленіе 
взято  такъ,  что,  по  приданіи  ей  двпженія  параллельно  самой  себѣ,  при  ко- 
торомъ  бы  опая  была  непрестанно  касательна  къ  поверхности,  сія  прямая \ 
произведетъ  цилиндрическую  поверхность  ЕРСНЛѵ,  касательную  къ  поверх- 
ности въ  кривой,  къ  коей  касательная  въ  точкѣ  Ь  перпендикулярна  къ  ГЫ. 
Лшііа  касанія  цилиндрической  поверхности  къ  предложенной  поверхности 
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будетъ  кривою  двоякой  кривизны  •,  но  въ  точкѣ  К  ея  элеіѵіентъ  совпадепіъ  съ 
элеменпіомъ  сѣченія  СМЬВ,  произведеннаго  въ  цилиндрической  поверхно- 
сти плоскосгпію,  перпендикулярною  къ  прямой  производящей  РЬЛ.  Два  конца 
сего-  элемента,  находясь  па  лпніи  касанія,  будутъ  въ  тоже  время  на 
обѣпхъ  поверхностяхъ;  и  естьлп  чрезъ  сіи  точки  Ь,  М  проведутся  двѣ  нор- 
мальный ЬР,  ]\Р  къ  цилиндрической  поверхности,  оныя  будутъ  также  нор- 
мальными къ  кривой.  Но  сіи  двѣ  нормальныя  находятся  въ  той  же  плоско- 
сти,  перпендикулярной  къ  производящей  цилиндрической  поверхности,  и 
доллшы  всшрѣтиться  гдѣ  ни  есть  въ  точкѣ  Р,  которая  служитъ  центромъ 
кривизны  дуги  ^N  ;  слѣдовательно,  когда  на  какой  ни  есть  кривой  поверх- 
ности Бозмутся  двѣ  точки  Ь,  N5  находящіяся  на  лпніп  касапія  сей  поверх- 
ности къ  цилиндрической  поверхности,  коей  прямая  производящая  перпенди- 
кулярна къ  элементу  ^N  линіи  касанія,  тогда  нормальныя  къ  поверхности 
въ  спхъ  точкахъ,  будутъ  находиться  въ  той  же  плоскости  и  встрѣтятся 
въ  точкѣ,  которая  будетъ  центромъ  кривизны  поверхности ,  по  направле- 
нію  плоскости  спхъ  двухъ  нормальныхъ. 

203.  Когда  на  прямой  РЫ  возмется  точка  /??,  безконечно  близкая  къ 
точкѣ  Ь,  п  чрезъ  сію  точку  т  вообразится  нормальная  къ  цилиндрической 
поверхности,  сія  нормальная  будетъ  паралле.іьна  ЬР,  и  не  будетъ  нормаль- 
ною къ  кривой  поверхности.  Но  когда  предположимъ  въ  плоскости  кривой 
АЪМВ,  опредѣленпоіі  прямыми  РЫ  и  ЬР,  прямую  Р^^,  двияіущеюся  непре- 
станно касаясь  къ  поверхности,  и  принявшею  безконечно  близкое  положеніе 
у/,  такимъ  образомъ,  что  оная  касается  къ  поверхности  въ  точкѣ  М,  без- 
конечно близкой  къ  точкѣ  Ь,  и  естьли  представимъ,  что  сія  прямая  /Ші 
двиаіется  параллельно  самой  себѣ,  непрестанно  касаясь  къ  поверхности,  оная 
произведетъ  новую  цилиндрическую  поверхность  с/дііік ,  безконечно  мало 
различествующую  отъ  первой,  какъ  относительно  къ  виду,  такъ  и  къ  поло- 
ліеігііо,  и  линія  касанія  сей  новой  цилиндрической  поверхности  пройдешь 
чрезъ  точку  М.  Нормальная  М^  къ  сей  цилиндрической  поверхности  въ 
точкѣ  М  будетъ  шакліе  нормальною  къ  кривой  поверхности*,  оная  будетъ 
находиться  въ  той  ліе  плоскости  съ  первою  нормальною  ЬР,  ибо  обѣ  сіи 
нормальныя  будутъ  въ  плоскости,  опредѣляемой  прямыми  РЫ,  /Ыі'-,  и  сія 
плоскость  будетъ  перпендикулярна  къ  плоскости,  проходящей  чрезъ  нор- 
мальныя ЬР,  ГМР.    Двѣ  нормальныя  ЬР   и  М^  встрѣшяшся   въ  нѣкошорой 
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гпочкѣ  к,  которая  будетъ  цептромъ  кривизны  дуги  ЬМ,  и  слѣдовапіельно 
центромъ   кривизны   поверхности  ,    по   направленно   плоскости  прямыхъ 

Изъ  чего  видно,  что  представпвъ  па  какой  пп  есть  кривой  поверхно- 
сти какую  ни  есть  точку  Ь,  когда  вообразимъ  нормальную  къ  поверхности  пъ 
сей  точкѣ,  можно  всегда  перейти,  слѣдуя  по  двумъ  разлпчнымъ  направлеіііямъ, 
къ  другой  точкѣ  М  пли  для  которой  новая  нормальная  находится  въ  той 
же  плоскости  съ  первою,  и  что  сіи  два  направленія ,  находясь  зъ  пормаль- 
ныхъ  плоскостяхъ,  между  собою  перпендикуллряыхъ  ,  будутъ  сами  нахо- 
диться подъ  углами  прямыми  на  кривой  поверхности. 

204.  Сіи  два  направленія,  вообще,  суть  единственны,  для  копхъ  оное 
дѣйствіе  можетъ  пмѣть  мѣсто;  то  есть,  что  естьли  на  кривой  поверхности 
перейдутъ  по  всякому  другому  направлепію  къ  какой  ни  есть  точкѣ  О, 
безконечпо  близкой  къ  шочкѣ  Ь,  и  чрезъ  сію  точку  проведутъ  къ  поверх- 
ности нормальную  0^,  то  сія  нормальная  не  будетъ  находиться  въ  той  же 
плоскости  съ  нормальною  ЬР,  и  слѣдовательно  не  встрѣтитъ  сей  ноізмальной. 

И  дѣйствительно,  вообразимъ  вторую  цилиндрическую  поверхность  на- 
клоненною такъ,  что  ея  лпнія  касанія  къ  поверхности  проходить  чрезъ 
шочку  О;  дуга  ОМ  сей  линіи  совпадетъ  съ  дугою  сѣченія  СОМО',  перпен- 
дпкулярнаго  къ  цилиндрической  поверхности*,  двѣ  нормалькыя  въ  О  и  въ  М 
къ  поверхности  будутъ  также  норіѵіальными  къ  цилиндрической  поверхноспш; 
онѣ  будутъ  находиться  въ  плоскости  перпендикулярнаго  сѣченія*,  встрѣ- 
шятся  гдѣ  ни  есть  въ  точкѣ  ^:  но  нормальная  0^  не  встрѣтитъ  нор- 
мальной ЬР  *,  ибо,  чтобы  сіе  имѣло  мѣсто ,  должно  чтобы  точка  нормаль- 
ной совпала  съ  точкою  К,  въ  которой  сія  нормальная  встрѣчаетъ  ЪР, 
чего  вообще  существовать  не  будетъ,  ибо  оное  предполагаетъ  равенство 
между  кривизнами  двухъ  дугъ  ЬМ  и  которое  не  иначе  существуетъ 

какъ  для  пзвѣстныхъ  токмо  точекъ  нѣкоторыхъ  кривы хъ  поверхностей. 
На  прпмѣръ,  такъ  какъ  кривизна  шаровой  поверхности  таже  во  всякую  сто- 
рону, по  какому  бы  направленію  ни  переходили  ошъ  какой  ни  есть  точки 
къ  безконечпо  близкой,  то  нормальныя  сихъ  двухъ  точекъ  всегда  находятся 
въ  той  же  плоскости ;  п  относительно  токмо  къ  одной  сей  поверности  сіе 
свойство  имѣетъ  мѣсто  для  всѣхъ  піочекъ.  Въ  поверхностяхъ  вращенія, 
въ  которыхъ  кривая  производящая  пресѣкаетъ  ось  перпендикулярно,  кри- 
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впзпа  прп  вершпнѣ  одинакова  во  всѣ  стороны,  и  двѣ  прилежащія  нормальныя 
всегда  находятся  въ  той  яіе  плоскости  •,  но  сіе  свойство  суіцествуетъ  токмо 
для  одной  вершишы.  Накоиецъ  есть  кривыя  поверхности,  на  которыхъ  сіе 
свойство"  пмѣетъ  мѣсто  для  ряда  точекъ  ,  составляющпхъ  нѣкоторуіо 
кривую  на  поверхности;  но  одинъ  токмо  рядъ  спхъ  точекъ  пользуется 
симъ  свойстпомъ*,  для  всѣхъ  же  другдхъ  точекъ  поверхности,  новая  нор- 
мальная не  встрѣчаетъ  первой,  развѣ  точка  поверхностп ,  чрезъ  которую 
оная  проходитъ,  взята  на  одномъ  нзъ  двухъ  опредѣленныхъ  нами  напра- 
вленій. 

205.  Изъ  сего  слѣдуетъ,  что,  вообще,  какая  ни  есть  поверхность  въ 
калгдой  изъ  ея  точекъ  нмѣетъ  токмо  двѣ  крпвшны  ;  что  каждая  нзъ  спхъ 
крпвизнъ  пмѣетъ  особенный  центръ ,  особенный  радіусъ,  и  что  двѣ  дуги, 
на  коихъ  берутся  сіи  двѣ  кривизны,  находятся  на  поверхности  подъ  пря- 
мыми углами.  Частные  случаи,  въ  которыхъ,  какъ  въ  шарѣ  п  при  вершп- 
нахъ  поверхностей  вращенія,  двѣ  какія  ни  есть  прплежан^ія  нормальныя 
встрѣчаются,  не  составляютъ  изключенія  изъ  сего  предложенія.  Для  сихъ 
случаевъ,  двѣ  кривизны  между  собою  равны,  п  все  равно,  какія  бы  направ- 
денія  для  оныхъ  ни  принимали. 

206.  ^Хотя  двѣ  кривизны  поверхностп  подвержены  одна  другой  по  за- 
кону кривизны  сей  поверхностп,  однако  оныя  претерпѣваютъ  при  переходѣ 
отъ  одной  точіш  къ  другой  измѣненія,  которыя  могутъ  быть  въ  одну^ 
сторону,  или  въ  различныя  стороны.  Мы  не  моліемъ  войшп  относительно 
къ  сему  въ  большія  подробности,  коп  могутъ  быть  пзлояісны  съ  большею 
легкостію  помощію  анализа;  но  будемъ  довольствоваться  замѣчсініемъ,  что 
нѣкоторыя  поверхности,  какъ  на  примѣръ  СФероиды ,  въ  каікдой  точкѣ 
пмѣютъ  двѣ  кривизны  въ  одну  сторону,  то  есть  обращаютъ  пхъ  выпук- 
лости къ  одной  сторонѣ;  для  нѣкоторыхъ  другихъ  поверхностей  ,  въ  нѣ- 
которыхъ  точкахъ,  двѣ  кривизны  лежатъ  въ  противныя  стороны,  то  есть 
одна  обращает-ь  свою  впадину,  а  другая  выпуклость  къ  той  же  сторопѣ 
(поверхность  горла  блока  представляетъ  сему  примѣръ)  ;  нѣкоторыя  же 
поверхности  во  всѣхъ  ихъ  точкахъ  пмѣютъ  протпвоположпыя  кривизны 
(поверхность  описанная  двпженіемъ  прямой  липіи,  всегда  пресѣкающей  три 
другія  произвольно  въ  пространств!!  заданныя  прямыя,  пользуется  симъ 
свойствомъ);  паконецъ    особенная  поверхность  іімѣетъ  двѣ   ея  кривизны 
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противоположными  для  "каждой  точки,  равными  между  собою.  Площадь  сеіі 
поверхности  есть  наименьшая. 

207.  Перейдем'ь  теперь  къ  иѣкоторымъ  слѣдствіямъ,  пропзтекающпмъ 
отъ  двухъ  крпвизнъ  крпвой  поверхности,  п  которыхъ  позпаніе  важно  для 
художнпковъ. 

Предположпмъ,  что  пмѣемъ  часть  какой  пи  есть  кривой  поверхности 
(фпг.  34),  на  которой  взята  произвольно  точка  Ь,  и  вообразпмъ  нормальную 
къ  поверхности  въ  сей  точкѣ  Ь.  Мы  ендѢлп,  что  можно  'перейти  по  двумъ 
разлпчнымъ  направленіямъ  отъ  точки  Ь  къ  другой  М  пли  Ь,  для  которой 
новая  нормальная  встрѣчаетъ  первую,  и  что  сіп  два  направленія  находятся  на 
поверхности  подъ  прямыми  углами.  И  такъ  пусть  и  представляютъ 
намъ  сіи  прЯхМоугольныя  направленія-  Изъ  точки  М  можно  такліе  перейти 
пр  двумъ  различньтмъ  направленіямъ  къ  другой  точкѣ  N  пли  М',  для  кото- 
рой нормальная  встрѣчаетъ  нормальную  въ  М,  п  пусть  ММ'  будуть 
сіп  два  прямоугольиыя  направленія  въ  точкѣ  М.  Дѣйстпуя  таковымъ  :ке 
образомъ  для  точки  N,  найдемъ  два  прямоугольныхъ  направленія  N0  п  ІМ\' 
въ  оной  точкѣ;  для  точкп  О  будемъ  пмѣть  также  два  направления  ОР,  00', 
и  такъ  далѣе.  Рядъ  точекъ  Ь,  М,  М,  О,  Р  .  .  . .  ,  для  которыхъ  прилеліащія 
нормальпыя  находятся  всегда  въ  той  же  плоскости,  составитъ  на  кривой 
поверхности  кривую  линію,  которая  означать  будетъ  непрестанно  сторону 
одноіг  изъ  двухъ  крпвизнъ  поверхности  •,  п  сія  кривая  будетъ  лпніею  первой 
кривизны,  которая  пройдетъ  чрезъ  точку  Ъ.  Произведя  то  же  дѣйствіе  для 
точки  Ь',  можно  будетъ  перейти,  по  двумъ  прямоугольнымъ  направлепіямъ, 
къ  повой  точкѣ  М  или  Ь",  для  которой  новая  нормальная  встрѣтитъ  нор- 
мальную въ  точкѣ  Ь,  н  получимъ  также  новый  рядъ  точекъ  Ь',М',І\'Д)',  Р. ... , 
кои  составятъ  па  кривой  поверхности  линію  первой  кривизны,  которая 
пройдетъ  чрезъ  точку  Ь .  Произведя  шо  же  самое  для  ряда  точекъ 
Ь",  Ь ' ,  Ь^.  . . .  ,  опредѣленныхъ  подобно  точкамъ  Ь,  Ь',   будемъ  пмѣть  новыя 

линіи  первой  кривизны  Ь"іМ"К"0"Р",  Ъ"'М  "N  "0"'Р  "  ,  которыя  пройдутъ, 

соотвѣтственно,  чрезъ  точки  Ь  ,  Ь  ",  и  раздѣлятъ  кривую  поверхность 

на  поясы.  По  рядъ  точекъ  Ь,  Ь  ,  Ь",  Ь для  которыхъ  двѣ  прилежащія  нор- 
мальныя  находятся  также  въ  той  же  плоскости  ,  состапптъ  па  кривой  по- 
верхности другую  кривую,  которая  будетъ  означать  непрестанно  сторону 
другой  кривизны  поверхности,  и  сія  кривая  будетъ   лпніею  второй  кри- 
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впзны  5  шочкп  М,  М',  М",  М" ....  сосшавятъ  другую  ланію  второй  кривизны, 

проходящую  чрезъ  точку  М-,  рядъ  точекъN,  N'5  N"5  М'"  состапптъ  новую 

лпнію  второй  кривизны,  которая  пропдетъ  чрезъ  точку  N5  и  такъ  далѣе  ; 
п  всѣ  линіи  второй  кривизны  раздѣлятъ  поверхность  на  другіе  поясы.  На- 
конецъ  всѣ  линіи  первой  кривизны  пресѣкутъ  подъ  прямьтми  углами  всѣ 
линіи  второй  кривизны,  п  сіп  двѣ  системы  линій  раздѣлятъ  поверхность  на 
прямоугольные  элементы  •,  п  сіе  дѣпствіе  будетъ  имѣть  мѣсто  не  токмо 
тогда,  когда  сіп  линіи  безконечно  приближены  ,  какъ  мы  предположили,  но 
даліе  ц  тогда,  когда  линіп  одной  системы  будутъ  находиться  одна  отъ 
другой  въ  разстояніяхъ  конечныхъ.  Предложимъ  теперь  примѣръ,  съ  кото- 
рымъ  уліе  мы  ознакомлены. 

208.    Естьли  пресѣчемъ  какую  ни  есть  поверхность  вращенія  рядомъ 
плоскостей,  проходящпхъ  чрезъ  ось,  будемъ  имѣть  рядъ  сѣченій,  составля- 
ющихъ  линіи  одной  кривизны  поверхности',  ибо,  чтобы    линія   была  лпніею 
кривизны  поверхности,  должно,  чтобы,  въ  каждой  нзъ  ея  точекъ,  элеменщъ 
цилиндрической  поверхности,  касательной  къ  предлояіенной  поверхности  въ 
элементѣ  кривой  лпніп,  пмѣлъ  свою  прямую    производящую  перпендикуляр- 
ною къ  кривой    но  сіе  условіе  очевидно  нмѣетъ  мѣсто,  не  токмо  въ  каждой 
шочкѣ  кривой  лшііи,  для  элемента   особенной  і^илиндрпческой  поверхности, 
что  одно  было  бы  достаточно,   но  даліе  относительно   ко   всякой  кривой 
для  той  же  цилиндрической  поверхности.    При  томъ  ,   когда  пресѣчемъ  ту 
же  поверхность  вращенія  рядомъ  перпепдикулярііыхъ   къ  оси  плоскостей, 
будемъ  имѣть  второй  рядъ  сѣченій,  коп  будутъ  всѣ  круговыя,   и  которыя 
составятъ  линіи  второй  кривизны,  ибо,  естьли,  чрезъ  какую  іга  есть  точку 
одного  изъ  сихъ  сѣченій,  вообразпмъ  касательную  къ  меридіану  поверхности, 
и  предпололшмъ,  что  сія  касательная  движется  параллельно  самой  себѣ  для 
проіізведенія  элемента  цилиндрической  поверхности,  касательной  къ  поверх- 
ности вращенія ,  то   элементъ  цилиндрической  поверхности  коснется  къ 
предложенной  поверхности  въ  дугѣ  круга,  и  сія  дуга  будетъ  перпендику- 
лярна къ  прямой  производящей.    И  такъ  для  всякой  поверхности  вращенія 
линіи  кривизны  суть  :  для  одной  кривизны-^-  мерпдіаны  поверхности,  а  для 
другой  кривизны -параллели  сей  поверхности,  и  очевидно,  что  сіп   два  ряда 
кривыхъ  пресѣкаются  подъ  прямыми  углами  па  поверхности. 
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209.  Естьлп  чрезъ  всѣ  точки  одной  изъ  лпній  кривизны  ЫINОР  (фиг.  34) 
кривой  поверхности,  вообразнмъ  нормальный  къ  поверхности,  то  мы  видѣли, 
что  вторая  пзъ  спхъ  нормальныхъ  встрѣтйтъ  первую  въ  некоторой  точкѣ, 
что  третія  встрѣтптъ  вторую  въ  нѣкоторой  нючкѣ,  н  такъ  далѣе  •,  си- 
стема спхъ  нормальныхъ,  пзъ  коихъ  дпѣ  прпделіащія  находятся  всегда  въ 
той  же  плоскости,  составляетъ  по  сему  разверзающуюся  поверхность,  ко- 
торая повсюду  перпендикулярна  къ  кривой  поверхности,  и  пресікаетъ  оную 
въ  лпніѣ  кривизны.  Такъ  какъ-сія  линія  кривизны  сама  повсюду  перпендику- 
лярна къ  нормальпымъ  составляющимъ  разверзающуюся  поверхность,  то  іі 
будетъ  составлять  одну  пзъ  лпній  кривизны  сей  поверхности.  Ребро  воз- 
врата разверзающейся  поверхности,  то  есть  ребро  составленное  рядомъ 
точекъ  встрѣчи  прплежащихъ  нормальныхъ,  и  къ  которому  всѣ  нормальныя 
касательиы,  есть  одна  пзъ  разверзающихся  кривой  Ь!\ШОР*,  оная  будетъ 
мѣстомъ  ценгаровъ  кривизны  всѣхъ  точекъ  сей  кривой,  п  будетъ  также 
мѣстомъ  центровъ  одной  пзъ  крпвизнъ  поверхности  для  точекъ,  принадле- 
жащихъ  линіп  Ы\ШОР.  То  же  наблюденіе  относительно  ко  всѣмъ  другимъ 
лпніямъ  кривизны  того  же  ряда,  каковы  суть  Ь'М  N  0  Р,  Ь  'М  'М  0"Р'  .  .  .  ., 
покажетъ,  что  всѣ  нормальныя  кривой  поверхности  могутъ  быть  разсма- 
триваемы  составляющими  рядъ  разверзающихся  поверхностей,  перпендпку- 
лярныхъ  къ  предложенной  поверхности,  п  система  ребръ  возврата  всѣхъ 
таковыхъ  разверзающихся  поверхностей,  составитъ  кривую  поверхность, 
которая  ,будетъ  мѣстомъ  всѣхъ  і^итровъ  одной  изъ  кривизнъ  кривой  поверх- 
ности. 

Что  мы  замѣтили  касательно  одной  пзъ  двухъ  кривизнъ  поверхности, 
можетъ  быть  равно  прилоліено  и  къ  другой.    Въ  самомъ  дѣлѣ  ,  когда  чрезъ 

всѣ  точки,  Ь,  Ь,Ь  ,Ь'  одной  пзъ  линій  другой  кривизны,  вообразнмъ 

нормальныя  къ  поверхности,  сіи  прямыя  будутъ,  по  двѣ  прилежащія  одна 
^■ь  другой,  находиться  въ  той  же  плоскости  •,  ихъ  система  составить  раз- 
верзающуюся поверхность,  которая  будетъ  перпендикулярна  повсюду  къ 
предложенной  поверхности,  п  которая  оную  встрѣтитъ  въ  линіи  кривизны 
Ь  Ь  ....  составляющей  линію  кривизны  поверхности  разверзающейся. 
Ребро  возврата  сей  послѣдней  поверхности  будетъ  мѣстомъ  центровъ  кри- 
визны линіп  ЬЬЬ  ^  ,  и  въ  то  ліе  время  мѣстомъ  цептровъ  впюрой 

кривизны  кривой  поверхности,  для  всѣхъ  точекъ  линіп  ЬЬ'Ь  "Ь"'  Тоже 
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самое  будетъ  существовать  для  всѣхъ  нормальныхъ,  проведенныхъ  чрезъ 
точки  другпхъ  лпній  кривизны  ММ'іѴі"М"'. .  .  ,  М]\'М"М"'.  . .  Такпмъ  ооразомъ, 
что  всѣ  нормальпыя  кривой  поверхности  могутъ  быть  разсматрпваемы 
'  снова  составляющими  второй  рядъ  разверзающихся  поверхностей,  перпепдп- 
кулярныхъ  къ  предлояіенной  поверхности  ;  и  система  ребръ  возврата  всѣхъ 
таковыхъ  новыхъ  разверзающихся  поверхностей,  составить  вторую  кривую 
поверхность,  которая  будетъ  мѣстомъ  центровъ  второй  кривизны  поверх- 
ности. 

210.  Въ  нѣкоторыхъ  частиыхъ  случаяхъ,  поверхности  центровъ  двухъ 
крпвизнъ  той  же  кривой  поверхности  различны,  ціо  есть,  что  оныя  мо- 
гутъ  быть  произведены  отдѣльио,  пли  что  оныя  имѣютъ  пхъ  отдѣльныя 
уравненія.  Примѣръ  сему  представляется  въ  поверхностяхъ  вращепія,  для 
которыхъ  одна  пзъ  спхъ  поверхностей  приводится  къ  самой  оси  вращенія, 
п  для  которыхъ  другая  будетъ  другою  иоверхностію  вращенія,  произве- 
денною обращеніемъ  плоской  разверзающейся  меридіана  около  той  же  оси. 
Но  всего  чаще,  и  въ  общемъ  случаѣ,  сіи  двѣ  поверхности  не  различествуютъ 
между  собою,  не  могутъ  быть  произведены  отдѣльно,  имѣютъ  то  же  урав- 
неніе  и  составляютъ  двѣ  различныя  полы  той  же  кривой  поверхности. 

211-  Слѣдовательно  всѣ  нормальпыя  къ  кривой  поверхности,  могутъ 
быть  разсматрпваемы  какъ  пресѣченія  двухъ  рядовъ  разверзающихся  поверх- 
ностей, таковыхъ,  что  каждая  изъ  разверзающихся  поверхностей  встрѣчаетъ 
кривую  предложенную  поверхность  перпендикулярно  и  пресѣкаетъ  оную  въ 
кривой  линіи,  которая  въ  то  же  время  есть  линія  кривизны  сей  поверх- 
ности п  линія  кривизны  разверзающейся  поверхности,  и  что  каждая  изъ 
разверзающихся  поверхностей  перваго  ряда  пресѣкаетъ  всѣ  поверхностп 
втораго  ряда  въ  прямой  линіи  и  подъ  прямыми  углами. 


ДОПОЛНЕНІЕ. 


О  разлішш.Ѵо  ро^ахо  проэицій. 

212.  Въ  пскуствахъ  ігроэкціямъ  горпзонтальнымъ  прпдаютъ  названіе 
плановь^  а  вертіікальныя  проэкцііг  называютъ  возвышепіл.ип  пли  профиаллш. 
Когда  плоскость  проэкцій  пресѣкаегаъ  представллеіМыіі  предметъ,  какъ  сіе 
случается  въ  Архитектур^,  при  че.ѵіъ  пмѣютъ  въ  впду  выказать  внутрен- 
ность зданія,  тогда  проэкціп  прпдаютъ  назваиіе  разрліза.  Естьлп  сѣкущая 
плоскость,  на  которой  находится  сія  проэкція  вертикальна,  тогда  проэкція 
называется  верттталъныліъ  разргъзомъ,  въ  случаѣ  ліе,  когда  сія  плоскость 
горизонтальна,  проэкція  прпнпмаетъ  названіе  горизонтальнаго  разрп>за.- 

Планы,  разрѣзы,  проФплп  и  вообще  проэкі^ііі  всякаго  рода,  тіѣютъ  об- 
щее назвапіе  геолівтралъныхъ  рисункооъ.  Одна'  изъ  главнѣншііхъ  выгодъ  сихъ 
рисункоігь  состоишъ  въ  томъ,  что  оные  понятны  и  для  тѣхъ,  которыя  не 
пмѣісліъ  познаній  въ  Геометріп  ;  причина  сего  состоптъ  въ  томъ,  что  та- 
ковые рисунки  суть  пзображеиія  естесфвенныхъ  предмешопъ. 

215.  Проэкція,  какого  бы  рода  оная  ни  была,  всегда  пмѣетъ  предметомъ 
опредѣлять  взаимное  положение  точекъ,  находящихся  въ  пространствѣ.  Родъ 
проэкціи  совершенно  опредѣленъ,  когда  назначенъ  видъ  п  пололіеніе  поверхно- 
сти, на  которую  должно  проэктпровать,  и  условіе,  котороліу  должна  удо- 
влетворять проэктпрующая  какую  ни  есть  точку  лпнія.  Проэкціп  самаго 
простѣишаго  рода,  п  которыя  нами  употреблены  въ  семъ  к}'рсѣ,  называются 
ортогопальиылт  или  перпеЩипулл'рнылш  проэкчіямп.  Сіп  проэкщи  состо- 
ятъ  въ  проэктированіи  па  плоскость  точекъ  пространства,  посредствомъ 
перпеидпкуляровъ  къ  сеп  плоскости.  Когда  проэктпрующія  лпніи  посто- 
яино  параллельны  какой  ни  есть  прямой  п  наклонны  къ  плоскости  проэкціп, 
тогда    проэк^ія   называется   наклонною   шп    носвеююю  проэкі^іею.  Подъ 
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перспективного  проёкцгето  разумеется  та  проэкція,  въ  которой  всѣ  проэкшп- 
руіощія  ліініи  сходятся  въ  одну  и  ту  же  опредѣленную  точку. 

Иногда  зшотребленіе  проэкцій  наклонной  плп  косвенной  п  перспективной, 
въ  нѣкоторыхъ  частцыхъ  случаяхъ,  облегчаетъ  рѣшенія,  которыя  пмѣютъ 
мѣсто  ітосредсткомъ  проэкцій  перпендикулярныхъ. 

214,  Рѣшеніе  вопроса  о  построеніи  крпвой  пресѣченія  двухъ  цилпндропъ 
(§.  141,  Прплолі.  Ы)  можетъ  быть  отнесено  къ  наклоннымъ  проэкціямъ,  ибо 
вспомогательныя  плоскости /могутъ  быть  приняты  за  проэктпрующія  пло- 
скости пропзподящпхъ  дгухъ  данныхъ  цнлиндровъ.  Подобнымъ  образоіиъ, 
естьлп  предлояіенъ  цплпндръ  п  какая  ни  есть  опредѣленная  поверхность, 
находятъ  пхъ  общую  кривую,  пресѣкая  двѣ  поверхности  системою  па- 
раллельныхъ  плоскостей  •,  точки  общія  вспомогат&іьнымъ  линіямъ  пресѣченія 
каждой  пзъ  спхъ  плоскостей  сь  двумя  поверхностями  опредѣляютъ  искомую 
кривую  пресѣченія.  Сіе  строеніе  весьма  облегчится  употребленіемъ  косвен- 
ной проэкціп,  и  именно,  когда  будемъ  проэкшировать  вспомогательныя  сѣченія 
на  неподвижную  плоскость  прямыми  параллельными  производящпмъ  цилиндръ. 
Тогда  проэкція  сѣченія  цилиндра  будетъ  постоянна*,  проэкція  сѣченія  съ 
другою  данною  поверхностію  будешъ  пзмѣняться  при  переходѣ  отъ  одной 
сѣкуш,ей  плоскости  къ  другой  ;  но  параллельныл  пропзводящимъ  цилиндра, 
проведенныя  пзъ  точекъ  Бсгпрѣчн  спхъ  двухъ  проэкцій,  будутъ  содерліать 
точки  искомой  линіп  пресѣченія,  и  находясь  на  сѣкущей  плоскости,  будутъ 
совершенно  опредѣлены. 

215.  При  разрѣшеніи  вопроса  о  построеніи  кривой  пресѣченія  конуса 
съ  поверхностію  вращенія  (§  136.,  Прилож.  ХЬѴІИ)  мы  употребили  лер- 
спективп)  10  проэкцію  •,  такимъ  образомъ  горизонтальные  круги  поверхно- 
сти вращенія  проэктпрованы  были  перспективно  пзъ  вершины  даннаго 
конуса,  а  пресѣченія  пхъ  плоскостей  съ  самымъ  конусомъ  проэктировалпсь 
перспективно  въ  осноианіп  онаго.  Въ  болѣе  общемъ  случаѣ,  когда  предле- 
житъ  построить  кривую  пресѣченія  даннаго  конуса  съ  какою  ни  есть  по- 
верхностію,  молѵно  употребить  тоже  рѣшеніе  посредствомъ  перспективной 
проэктци;  тогда  перспективныя  проэкціи  сѣченій  данной  поверхностп,  пропз- 
веденныя  изъ  вершины  даннаго  конуса,  были  бы  кривыми,  которыхъ  кривизна 
была  бы  узаконена  крнвизнѣ  данной  поверхности. 
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О  геометртесипхъ  жѣстахъ  ^  и  объ  уіютреблеіаи  опыхъ 
при  разрѣшеніи  разлтны^ѵд  вопросов^. 

216.  Начальная  Геометрія  предсшавляетъ  многіе  пріімѣры  геоаіетрше- 
скихъ  аітъстъ.  Когда  предлелштъ  опредѣлпть  поло;кеніе  точки,  которой  раз- 
стояпія  до  двухъ  прямыхъ,даііныхъ  въ  той  же  плоскости,  пзвѣстію,  тогда  сія 
точка  строится  посредствомъ  пресѣчеііія  двухъ  прямыхъ,  изъ  которыхъ  каж- 
дая будетъ  геоліетригескіиліь  ^итьспголіъ  искомой  точки.  Прямая  параллельная 
данной  прямой ,  проведенная  отъ  сей  прямой  въ  данномъ  разстояніп,  очевидно 
будетъ  содержать  искомую  точку,  а  потому  будетъ  мѣстомъ  сей  точки ; 
другая  прямая,  проведенная  параллельно  другой  данной  прямой,  также  въ 
данномъ  отъ  оной  разстояпін,  будетъ,  равно  какъ  п  первая,  аітьстомъ  иско- 
мой точки ;  пзъ  чего  слѣдуетъ,  что  сія  точка  будетъ  точкою  пресѣченія 
спхъ  двухъ  параллельныхъ  линій. 

Бстьлп  бы  предложено  было  построить  точку,  сохраняющую  данныя  раз- 
стоянія  до  двухъ  данныхъ  точекъ,  въ  плоскости,  тогда  мы  усмотрѣли  бы,  что 
сія  точка  имѣла  бы  ея  геояіетріігескимгі  жіъсталт  —  окруяіности,  оппсанныя 
изъ  двухъ  данныхъ  точекъ,  какъ  пзъ  центровъ,  радіусамп  равными  даннымъ 
разстояніямъ.  Сіи  окружности  пресѣкушся  въ  двухъ  точкахъ,  удовдетво- 
ряющпхъ  условію  вопроса. 

Въ  треугольникѣ,  пмѣющемъ  постоянными  сторону  и  уголъ,  противо- 
положной сей  сторонѣ,  вершина  сего  угла  можетъ  принимать  разлпчныя  по- 
ложен ія,  и  геолгетригескгииъ  жтьстояіъ  сей  вершины  будегаъ  дуга  круга,  измѣ- 
ряющая  уголъ,  противоположный  данной  сторонѣ  треугольника.  Рѣшеніе 
вопроса  столь  занимательнаго  для  начинающихъ:  нагертитъ  кругъ  грезъ  три 
у-\ап7іыл  тогки  основано  на  разсужденіп,  что  і][ентръ  пскомаго  круга  будетъ 
взаимнымъ  пресѣченіемъ  трехъ  перпендикуляровъ,  возстапленныхъ  чрезъ  точ- 
ки средины  трехъ  прямыхъ,  соединяющихъ  данныя  точки  по  двѣ.  Каждый 
изъ  сихъ  трехъ  перпендикуляровъ  будетъ  гсоаіетриъескижь  аігьстояіь  центра. 

Вообще  гвояіетригескияш  мтъстами  точки  называются  лпніи  пли  по- 
верхности, содержащія  сію  точку,  а  геояіетрпгеспіл  яігъсіпа  дииіи  суть  по- 
верхности, проходящія  чрезъ  сію  лпнію.  Въ  случаѣ,  когда  линіи  состав- 
ляіотъ  геометрпческія  мѣсгаа  точки,  двѣ  лниіи  опредѣляютъ  сію  точку  ;  а 
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есіпь.ш  поверхности  составляютъ  шаковыя  мѣста,  то  три  поверхности  не- 
обходимы для  сего  опредѣленія.  Примѣры,  которые  мы  предлоліимъ,  пока- 
жутъ  пріемъ ,  употребляемый  для  разрѣшенія  вопросовъ  Геометріи  о  трехъ 
измѣреніяхъ,  посредствомъ  геометрііческихъ  мѣстъ;  составлепіе  чертежей  къ 
спмъ  примѣрамъ  по  способу  проэкцій  оставляется  читателямъ,  для  пріобрѣ- 
тенія  большей  опытности  дѣйствовать  циркулемъ  и  линейкою. 

2І1.  Приложете  ЬѴ.  Даны  три  точки,  опредѣлпть  точку,  находяіі]^у- 
юся  отъ  оныхъ  въ  данныхъ  разстояніяхъ. 

Пололіимъ,  что  данныя  точки  будутъ  означены  чрезъ  А,  В  и  С,  а  раз- 
стоянія  искомой  точки  до  оныхъ,  соотвѣтственно,  чрезъ  а,  Ь  п  с. 

Искомая  точка  должна  находиться  въ  разстояніп  а  отъ  данной  точки 
А,  а  потому  геометрическое  мѣсто  искомой  точки  будетъ  поверхность 
шара  {х(/ентръ     ра^\  а). 

Искомая  точка  долліна  находиться  въ  разстояніи  Ь,  отъ  другой  данной 
іточки  В,  и  въ  разстояніи  с  отъ  третьей  данной  точки  С,  а  потому  геоме- 
трическими мѣстами  искомой  точкѣ  будутъ  еще  служить  два  шара  {центпрі!]  В, 
ро^ц.  Ь),  {и.еитрь  С,  ра^,  с). 

Строятъ  кругъ  пресѣченія  первыхъ  двухъ  шаровъ  {центрь  А),  {центръ  В). 
Сей  кругъ  пресѣченія  будетъ  находиться  въ  плоскости,  перпендикулярной 
къ  п]іямой  (АВ)  соединяющей  центры  сихъ  шаровъ. 

Спіроятъ  также  два  круга  пресѣченія  шаровъ  {центръ  А)  и  {цеитрь  С), 
{цетпръ  В)  и  {х^егітръ  С).  Сіи  два  круга  будутъ  находиться  въ  плоскостяхъ 
перпеидикулярныхъ :  одна  плоскость  къ  прямой  (АС),  другая  къ  прямой  (ВС), 
соедиияющпхъ  центры  шаровъ  по  два. 

Вообразивъ  плоскость  чрезъ  центры  (А),  (В),  (С)  шаровъ,  усмотримъ,  что 
три  плоскости  построеиныхъ  круговъ  пресѣченія,  пресѣкутся  въ  прямой 
перпендикулярной  къ  плоскости  (АВС)  сихъ  цептровъ 

Сія  прямая  пресѣченія  встрѣтитъ  три  построенные  круга  въ  Двухъ 
общихъ  имъ  точкахъ,  которыя  и  будутъ  искомыми  точками. 

Примтъгапів.  Чтобъ  облегчить  построеніе  чертежа,  по  способу  проэк- 
ц{й,  мОікно  предположить,  что  горизонтальная   плоскость    проэкцій  прохо- 

Когда  данныя  разстоянія  искомо?і  точки  равны  между  собою,  гаогда  сія  перпендикулярная 
прямая  проітдетъ  чрезъ.  центръ  круга,  описаынаго  около  тре^ годьника,  ьершины  угловъ  копіораго 
находятся  въ  данныхъ  точкахъ. 
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дптъ  чрезь  три  даппыя  точки,  и  что  вертикальная  плоскость  проэкцій  пер- 
пендикулярна къ  пряімой,  соедппяюи^ей  дпѣ  изъ  сихъ  точекъ. 

218.  Прилолсаае  ЬѴІ.  Даны  четыре  точки,  построишь  і^онтръ  и  радіусъ 
шара,  проходящаго  чрезъ  опыя. 

Полоиіпмъ,  что  данныя  точки  означены  чрезъ  А,  В,  С,  О.  Искомый  шаръ 
долліенъ  пройти  чрезъ  точки  А  и  В,  а  потому  мѣстомъ  центра  оиаго  бу- 
детъ  плоскость,  проходяп^ая  чрезъ  точку  средины  прямой  А  В,  соединяющей 
сіп  двѣ  точкп,  перпендикулярно  къ  оной. 

Такпмъ  же  образомъ  мѣстомъ  центра  пскомаго  шара  бу дутъ:  1)  пло- 
скость проходящая  чрезъ  средину  прямой  АС,  перпендпкз'лярио  къ  оной ; 
2)  плоскость  проходящая  чрезъ  средину  АІ)  перпендикулярно  къ  оной  ;  3)  пло- 
скость проходящая  чрезъ  средину  ВС,  перпендикулярно  къ  оной-,  4)  пло- 
скость, проходящая  чрезъ  средину  В1)  перпендикулярно  къ  опой  ;  5)  плоскость  \ . 
проходящая  чрезъ  средину  СБ  перпендикулярно  къ  оной. 

По  построеніи  пресѣченія  трехъ  изъ  спхъ  плоскостей,  получатъ  точку, 
которая  будетъ  ценшромъ  искомаго  шара.  Соединяющая  сію  точку  съ  од- 
ною пзъ  данныхъ  точекъ  прямая  опредѣлишъ  искомый  радіусъ. 

Щтбавяеше.  Замѣтпм7>,  что  три  плоскости,  опредѣляющія  искозіыи 
центръ,  и  перпендпкулярныя  къ  шремъ  пзъ  пряліыхъ,  соеднняющихъ,  по  двѣ, 
данныя  точки,  въ  томъ  случаѣ,  когда  сіп  прямыя  будутъ  находиться  въ  той  же 
плоскости,  пли,  иначе,  будугаъ  заключать  грань  треугольной  пирамиды,  со- 
ставленной шестью  предъ  снмъ  упомянутыми  прямыми,  пресѣкутся  въ  той 
же  прямой.  Тогда  ценшръ  пскомаго  шара,  находясь  на  сей  прямой,  опредѣ- 
ленъ  не  будегаъ.  ; 

Напротивъ  того,  искомый  центръ  шара  будетъ  опредѣленъ  въ  томъ 
случаѣ,  когда  три  вспомогательньш  прямыя  будутъ  прппадлеліать  двумъ 
или  тремъ  гранямъ  пирамиды  •,  тогда  плоскость  перпендикулярная  къ  одной 
изъ  спхъ  прямыхъ  Естрѣтитъ  прямую  пресѣченія  плоскостей  перпендпкуляр- 
ныхъ  къ  дпумъ  другпмъ  прямымъ,  и  точка  встрѣчи  будетъ  ценп^омъ  иско- 
маго шара. 

Прияігъганіе.  Чшобъ  облегчить  построеніе  чертел;а,  полагаютъ,  что 
горизонтальная  плоскость  проэкцій  проходпшъ  чрезъ  гарп  изъ  чётырехъ  дан- 
ныхъ точекѣ,  и  что  вертикальная  плоскость  проэкцій  параллельна  одной 
пзъ  прямыхъ  соедпняющпхъ  четвертую  точку  съ  прочими   тремя  точками. 
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219.  Приложеніе  ЬѴІІ.  Дана  треугольная  пнрампда,  построить  цетпръ 
п  радіусъ  вппсаннаго  въ  оной  шара. 

Шаръ  вписанный  въ  треугольную  ппрампду  долженъ  быть  касателенъ 
къ  четыремъ  гранямъ  опой  *,  но  г;ентръ  шара  касательнаго  къ  двумъ  плоско- 
сгаямъ  геометрпческпмъ  мѣстомъ  имѣетъ  плоскость,  раздѣляющую  по  поламъ 
уголъ,  составляемый  спми  плоскостями.  Назовемъ  четыре  грани  пирамиды : 
А,  Б,  С  и  Б. 

Раздѣляютъ  по  поламъ  уголъ  между  плоскостями  А  п  В,  построизъ  пло- 
скость ^'.  Раздѣляютъ  по  поламъ  уголъ  между  плоскостями  А  и  С,  постро- 
пвъ  плоскость  О".  Строятъ  так;ке  третію  плоскость  В  ",  раздѣляющую 
по  поламъ  уголъ  меліду  плоскостями  А  и  О. 

Строятъ  точку  пресѣченія  сихъ  трехъ  вспомогательныхъ  плоскостей  : 
В  и  в  "*,  сія  точка  будетъ  цешпроиъ  пскомаго  шара;  а  разстояніе 
между  сею  точкою  и  одною  пзъ  граней  данной  пирамиды  опредѣлитъ  радіусъ 
онаго. 

Прияігьганіе  1.  Плоскости  вспозюгательныя  О ,  В '  и  В ",  пзъ  шести 
подобныхъ  плоскостей,  должны  быть  таковы,  чтобъ  оныя  не  проходили 
чрезъ  одну  изъ  четырехъ  вершннъ  треугольной  пирамиды. 

Представпвъ  одну  какую  ни  есть  грань  пирадшды,  п  три  двугранные 
угла,  прилежащіе  къ  плоскости  сей  грани,  усмогаримъ,  что  три  плоскости, 
раздѣляющія  сіи  три  угла  по  поламъ,  составляютъ  вторую  ппрампду,  кото- 
рой вершина  будетъ  находишься  въ  центрѣ  шара,  вппсаннаго  въ  первой  ппра- 
мпдѣ.  Есшьли  бы  три  двугранные  угла  имѣли  общую  вериніну,  тогда  бы 
вспомогашельныя  плоскости,  встрѣшипшпсь  въ  одной  и  той  же  прямой,  не 
составили  повой  ппрампды,  и  центръ  пскомаго  шара,  на  прямой  пресѣченія 
сихъ  трехъ  плоскостей,  былъ  бы  не  опредѣленъ. 

Лраапьганіе  2.  Чтобъ  облегчить  построеніе  чертежа,  можно  принять  : 
плоскость  основанія  пирамиды  за  горизонтальную  плоскость  проэкцій. 

220.  Приложеіие  ЬѴІІІ.  Даны  углы,  составленные  двумя  прямыми  съ 
вертикальною  лпнісю,  проходящею  чрезъ  точку  пресѣченія  сихъ  прямыхъ, 
построишь  горизонтальную  проэкі^ію  даннаго  угла,  составляемаго  меліду 
собою  первыми  двумя  прямыми. 

Для  облегчепія  построепія  чертежа  принимаютъ  плоскость,  проходящую 
чрезъ  данную  вертикальную  линію  и  чрезъ  одну  изъ  дашіыхъ  прямыхъ  за  верти- 
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калыгую  плоскость  проэкфй*,  пресѣченіе  сей  плоскости  съ  горизонтальною 
плоскостію  проэкціп ,  будетъ  горизонтальною  проэкціеіо  первой  данной 
прямой,  а  потому  о^що/о  стороною  пскомаго  угла. 

Чтобъ  онредѣлпть  другую  сторону  нскомаго  угла,  замѣчаютъ,  что 
другая  данная  прямая :  1)  будетъ  пропзподящею  конуса,  котораго  ось  бу- 
детъ данная  вертикальная  лпнія,  а  уголъ-пронзводитель,  прп  вершнпіі  даннаго 
угла  двухъ  прямыхъ,  будетъ  одпнъ  нзъ  данныхъ  угловъ',  2)  будетъ  произ- 
водящею другаго  конуса,  котораго  ось  будетъ  другая  данная  прямая,  ауго.іъ' 
производитель,  прп  той  же  точкѣ,  будетъ  равенъ  данному  углу  меліду  сею 
прямою  н  разсматрпваемою  производящею. 

Строятъ  производящую  пресѣчеиія  спхъ  двухъ  конусовъ,  п  точку 
встрѣчп  оной  съ  горизонтальною  плоскостію  проэкфй. 

Соедпняютъ  сію  точку  съ  точкою  пресѣченія  данной  вертикальной 
лпніп  съ  плоскостію  горизонтальною.  Соединяющая  сіи  точкп  прямая  бу- 
детъ другою  стороною  дскомаго  угла. 

Прамтъганіе  1.  Для  построенія  точки  пресѣченія  съ  горизонтальною 
плоскостію  проэкі](ій  производящей,  общей  двумъ  вспомогательнымъ  конусамъ, 
употребляютъ  слѣдующее  строеніе. 

Производятъ  шаръ,  коего  цептръ  находится  въ  вершпнѣ  спхъ  конусовъ, 
а  радіусъ  равенъ  разстоянію  сей  вершины  до  горизонтальной  плоскости, 
взятому  по  производящей  того  конуса,  котораго  ось  вертикальна.  Строятъ 
кругъ  пресѣченія  сего  конуса  съ  шаромъ  *,  сей  кругъ  будетъ  находиться  еъ 
горизонтальной  плоскости  проэкщй. 

Строятъ  прямую  пресѣченія  съ  горизонтальною  плоскосшію  проэкцій 
плоскости  круга  пресѣченія  шара  съ  другимъ  вспомогательнымъ  копусомъ  ? 
сія  прямая  будетъ  перпендикулярна  къ  оси  проэкцій,  и  пройд етъ  чрезъ 
точку  пресѣченія  сей  осп  съ  вертикальнымъ  слѣдомъ  плоскости  помянутаго 
круга  пресѣченія. 

Точка  встрѣчп  построенной  предъ  синъ  прямой  пресѣчепія  съ  основа- 
ніемъ  того  вспоиогательнаго  конуса,  котораго  ось  вертика.гьпа,  будетъ  иско- 
мою точкою. 

Примтьгаше  2.  Помянутая  точка  пресѣчеиія  мояіетъ  быть  построена 
независимо  отъ  вспомогагаельнаго  конуса,  когаорсму осью  сіужитъ  одна  нзъ 
даниыхъ  прямыхъ. 
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Для  сего  замѣтішъ,  что  гаакъ  какъ  сія  точка  находится  на  кругѣ  ос- 
нованія  вспомогательнаго  конуса  ,  то  для  опредѣленія  ея  положенія  на  семь 
крѵгѣ  достаточно  опредѣлпть  разстояніе  оной  до  точки  встрѣчп  первой 
данной  прямой  съ  плоскостію  горизонтальною  проэкцій,  то  есть  съ  осью 
проэкцій. 

Но  легко  усмотрѣть  можно,  что  сіе  разстояніе  будетъ  стороною  тре- 
угольника, у  коего  будутъ :  1)  одна  сторона  —  разсматрпваемая  намп  первая 
данная  прямая,  отъ  вершины  даннаго  угла  до  точки  ея  пресѣченія  съ  пло- 
скостію  горизонтальною  проэкціп,  то  есть  съ  осью  проэкщп',  2)  вторая 
сторона  —  длина  производящей  вспомогательнаго  конуса,  у  котораго  ось 
вергапкальна,  до  горизонтальной  плоскости  проэкцій-,  п.З)уголъ  между  спмп 
прямыми,  равный  данному  углу  между  двумя  данными  прямыми. 

По  построеніи  сего  треугольника,  а  потому  по  опредѣленіи  помяну- 
таго  разстоянія,  пзъ  точки  пресѣченія  первой  данной  прямой  съ  осью  про- 
экі](ій,  какъ  изъ  і^ентра,  и  радіусомъ  равнымъ  сему  разстоянію  оцисываютъ 
дугу,  которой  точка  пресѣченія  съ  круговымъ  основаніемъ  того  конуса,  ко- 
тораго ось  вертикальна,  будетъ  искомою  точкою. 

Замѣтимъ,  для  большей  ясности,  что  построенная  сторона,  въ  насто- 
ящемъ  поло;кепіп  сего  треугольника  въ  пространствѣ,  будетъ  находиться 
между  двумя  данными  прямыми,  на  горпзонтальномъ  слѣдѣ  ихъ  содержащей 
плоскости. 

Прпбавжте.  ІТредположпвъ,  что  данныя  прямыя  суть  лучи  зрѣнія,  на- 
правленныя  пзъ  глаза  наблюдателя  къ  двумъ  даннымъ  предметамъ,  а  данная 
вертикальная  линія  проходишъ  чрезъ  сей  глазъ,  усмотрдмь,  что  предложен- 
ная задача  есть  вопросъ  о  пргіве^епііі  ^цаннаго  у  гла  къ  горизопту. 

221.  ІТриложеніе  ЫХ.  Даны:  прямая  и  система  параллельныхъ  между 
собою  прямыхъ,  построить  на  сей  прямой  точку,  нзъ  которой  проведенная 
прямая  въ  данную  точку  составила  бы  съ  прямыми  сей  системы  данный  уголъ. 

Означимъ:  данную  прямую  чрезъ  Аіі,  одну  изъ  параллельныхъ  прямыхъ 
чрезъ  аЬ^  и  данный  уголъ  чрезъ  уг.  «,  а  данную  точку  чрезъ  8. 

Прямая,  удовлетворяющая  вопросу:  і)  должна  пройти  чрезъ  данную 
точку  8,  и  съ  прямою  аЬ  составить  уголъ,  равный  углу  а,  а  потому  бу- 
детъ производящею  коиуса,  котораго  вершина  будетъ  въ   точ-іѣ  8,  ось  бу- 
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дептъ  прямою  протянутою  изъ  точкп  8  параллельно  прямой  аЬ,  а  уголъ- 
пропзподптель  равепъ  углу  «;  2)  доллиіа  встрѣшпть  данную  прямую  ЛВ  а 
потому : 

Строятъ  оппсапный  вспомогательный  конусъ*,  опредѣляютъ  точку  пре- 
сѣченія  онагр  съ  данною  прямою  5  пропзводяпцая  сего  конуса,  проходящая  чрезъ 
сгю  точку  пресѣченія,  будетъ  искомою  прямою. 

Примтъгаше  1.  Замѣшпмъ,  что  основаніе  вспомогательнаго  конуса,  на 
плоскостп  проведенной  чрезъ  данную  прямую  АВ,  параллельно  системѣ  дан- 
ныхъ  прямыхъ,  такъ  какъ  сія  плоскость  параллельна  осп  сего  прямаго  ко- 
нуса, будегаъ  парабола,  а  потому  данная  прямая  ЛВ  вообще  пресѣчетъ 
оное  въ  дгухъ  точкахъ,  пзъ  которыхъ  каждая  опредѣлптъ  производящую 
конуса)  удовлетворяющую  вопросу. 

Естьли  уголь  а  будетъ  прямой,  тогда  принятая  за  основаніе  конуса 
плоскость,  проходящая  чрезъ  данную  прямую,  перпендикулярно  къ  снстемѣ 
данныхъ  параллельныхъ  прямыхъ,  будетъ  перпендикулярна  п  къ  оси  онаго,  п 
сіе  основаніе  вспомогательнаго  конуса  будетъ  кругъ. 

Прибавлеиіе.  Мы  упомянули  предъ  спмъ,  что  въ  случаѣ,  когда  данный 
уголъ  вопроса  будетъ  прямой,  рѣшеніе  будетъ  произведено  посре^ствомъ 
круга.  Сей  случай  представляется  вопросомъ  о  построеніп  крпвыхъ  равнаго 
оттънепіл  на  отѣненной  частп  цнлпидра  и  конуса*,  тогда  прямая  АВ  будейіъ 
производящею,  аЬ  параллельна  спстемѣ  нормальныхъ  къ-римъ  поверхностямъ  въ 
точкахъ  сей  производящей,  точка  8  точкою  зрѣнія,  а  уг.  а  произвольнымъ 
угломъ ,  котораго  величина  измѣняется  при  переходѣ  отъ  одной  кривой 
отѣненія  къ  другой.  ' 

Общее  рѣшеніе  сего  вопроса,  предложенное  мною  въ  Пргіложеніп  Нахертпа- 
телъной  Ѵеометріп  къ  Воздушной  Перспекітівть^  пзданномъ  въ  1831  году,  можетъ 
быть  замѣнено  съ  выгодою,  для  цилиндра  и  конуса,   из.іоженнымъ  рѣшеніемъ. 

222.  '  Пргіложеніе  ЬХ.  Даны  трп  прямыя,  построить  точку,  находя- 
щуюся отъ  оныхъ  въ  данныхъ  разстояпіяхъ'. 

Пусть  данныя  прямыя  будутъ  означены  чрезъ  АВ,  СС,  ЕР,  п  данныя 
разстоянія,  соотвѣтстпенно,  чрезъ  а,  с,  е. 

Замѣтігаъ,  что  во  первыхъ  геометрпческпмъ  мѣстомъ  искомой  точки 
будетъ  прямой  цилпидръ ,  котораго  (^сь  будетъ  прямая  АВ,  а  осносаніе 
кругъ,  шіѣющій  радіусомъ  данное  разстояніе  а. 
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Постропмъ  еще  два  цилиндра :  1)  цплпндръ,  когаораго  осью  будсшъ  пря- 
мая СО,  а  основаніемъ  кругъ,  когпораго  радіусъ  расняется  данному  разсшо- 
янііо  с,  11  2)  цплпндръ,  коего  ось  будетъ  прямая  ЕГ,  а  основапіемъ  —  кругъ, 
пмѣіЪщій  радіусомъ  данное  разсніояніе  е. 

Строяш'ь  кривыя  пресѣчеяія  спхъ  трехъ  вспомогащ.ельпыхъ  цилппдровъ, 
которые  пресѣкутся  по  два  въ  кріівыхъ  двоякой  кривизны.  Точки,  общія 
сймъ  крпвымъ,  будутъ  находиться  въ  то  же  время  на  трехъ  цилиндрахъ^  а 
потому  удовлетворятъ  вопросу  ^). 

ТІриаітъханіе.  Основанія  спхъ  цилиндровъ  въ  плоскости  горизонтальной 
вообще  будутъ  эллипсы.  Чтобъ  облегчить  построеніе,  предполагаютъ  : 
1)  что  горизонтальная  плоскость  проэкцій  перпендикулярна  къ  одной  изъ  дан- 
нихъ  пряиыхъ;  тогда  цплпндръ,  которому  сія  пряртая  служитъ  осью,  будетъ 
пмѣть  основаніемъ  кругъ,  описанный  соотвѣтствующпмъ  разстояніемъ  ;  2) 
что  вертикальная  плоскость  проэкцій  параллельна  осямъ  двухъ  цплпндровъ  : 
прпнятаго  предъ  симъ  въ  разсуліденіе  и  одного  изъ  остальныхъ. 

Эллипсы,  составляющіе  основанія  двухъ  цплпндровъ,  легко  могутъ  быть 
построены  по  двумъ  осямъ. 

223.  ІТрпложеиіе  ЬХІ.  Даны :  прямая  п  плоскость  построить  пло- 
скость, проходящую  чрезъ  сію  прямую  и  встрѣчающую  данную  плоскость 
подъ  даннымъ  угломъ. 

Пусть  данныя  бу дугаъ  означены :  прямая  чрезъ  АВ,  плоскость  чрезъ 
СБЕ,  и  уголъ  чрезъ  а. 

Стролтъ  вспомогательный  конусъ,  котораго  вершина  находится  въ  одной 
изъ  точекъ  данной  прямой  А  Н,  и  которой  былъ  бы  геометрпческимъ  мѣстомъ 
всѣхъ  прямыхъ,  проходящпхъ  чрезъ  сію  точку  и  составляющихъ  съ  данною 
плоскостію  СОЕ  уголъ  равный  данному  а.  Ось  сего  конуса  будетъ  перпендп- 
куляръ  опущенный,  изъ  предположенной  его  вершины  на  данной  прямой,  па 
данную  плоскость  СОЕ,  а  уголъ-производитель  будетъ  равенъ  дополненію  до 
прямаго  угла  данному  углу  а,  то  есть  равенъ  уг.  (90<> — а). 

Чрезъ  данную  прямую  АВ  проводятъ  плоскость  касательную  къ  вспо- 
могательному конусу,  сія  плоскость  будетъ  пскомая. 


Число  сихъ  точекъ  будетъ  всегда  четное,  и  равпяешся,  но  большем  м*р+.,  восьми,  а  по  меньшей 
міірѣ, 'двуиъ,  что  можстъ  бышь  доказаио  анаднтическм. 
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Для  доказательсшпа  замѣтпмъ,  что  осіювапіе  конуса въ  шоскосгпп  перпеігдп- 
кулярпой  къ  его  осп,  пто  есть  пъ  данной  плоскости,  будегпъ  кругъ,  п  что  слѣдъ 
касательной  плоскостп,  прогедеиной  къ  сему  конусу  чрезъ  данную  прямую,  бу- 
детъ  касательная  къ  сему  кругу,  протянутая  чрезъ  точку  пресѣчеиія  данной 
прямой  съ  данною  плоскостію.  Но  сей  слѣдъ  перпендпкуллренъ  къ  произіюдящей 
конуса,  протянутой  чрезъ  точку  касанія  онаго  къ  оснопанію  конуса;  такліе 
къ^сему  слѣду  перпенднкуляреиъ  радіусъ  основапія  проходящій  чрезъ  точку  ка- 
сапія,  а  потому  плоской  уголъ  между  помянутымп:  производящею  п  радіусомъ, 
будетъ  слуліпть  мѣрою  двугранному  углу ,  составляемому  данною  п  построен- 
ною плоскостями ;  но  сей  плоской  уголъ,  по  свойству  вспомогательнаго  ко- 
нуса, равепъ  данному  углу  а. 

П/т.піъханіе.  Вообще  будутъ  существовать  двѣ  плоскости  удовлетво- 
ряющія  вопросу,  ибо  пзъ  точки  пресѣченія  данной  прямой  съ  данною  плоско- 
стію  моліно  провести  двѣ  касательныя  къ  основапію  всподюгапіельнаго  ко- 
нуса въ  сей  плоскости 

Когда  данная  прямая  будетъ  параллельна  данной  плоскости  ,  тогда  двѣ 
касательныя  къ  основанію,  встрѣчающіяся  вообще  въ  пточкѣ  пресѣченія 
данной  прямой  съ  данною  плоскостію,  будутъ  ме;кду  собою  параллельны, 
п  такъ  какъ  калідая  нзъ  нихъ  должна  находиться  въ  той  л;е  плоскостп  съ 
данною  прямою,  то  будутъ  параллельны  и  данной  прямой. 

Естьлн  данная  прямая  совпадетъ  съ  одною  пзъ  производящихъ  конуса, 
тогда  проводятъ  касательную  плоскость  въ  сей  производящей  къ  конусу, 
и  сія  плоскость,  одна,  удовлетворптъ  вопросу. 

Естьлн  данная  прямая  перпендикулярна  къ  данной  плоскостп,  пли  ліе 
падаетъ  внутрь  пространства,  ограипченнаго  вспомогательнымъ  конусомъ, 
тогда  рѣшепіе  вопроса  не  возможно. 

224.  Нрияоженіе  Ь X 11 .  Даны,  на  топографической  картѣ,  три  точки 
земной  поперхностп,  равно  какъ  п  углы,  составляемые  прямыми  проведен- 
ными пзъ  сцхъ  гпочекъ  къ  четвертой  пючкѣ,  соотвѣтственно,  съ  вертикаль- 
ными линіями,  проходящими  чрезъ  оныя  ,  построить:  1)  четвертую  точку, 
2)  ея  отлиътну,  то  есть  высоту  сей  точки  надъ  горизонтальною  ллоско- 
стію,  къ  которой  отнесены  всѣ  точки  земной  поверхности. 

Пусть  будутъ  означены:  чрезъ  А, -В,  С  данныя  точки  на  земной  по- 
верхности  и  на  картѣ,  чрезъ   V,  Ѵ  ,  V  '  вертикальныя  линіи,  проходящія 

а5 
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чрезъ  сііі  точки  А,  В,  С  соотвѣтственно*,  чрезъ  а^Ь,с  углы  составляемые, 
соотвѣтсшвенно,  вертикальною  V  съ  л учемъ  зрѣнія,  направленнымъ  въ  точку 
А,  вертикальною  Ѵ'  съ  лучемъ  зрѣнія,  иаправленнымъ  въ  точку  В,  и  верти- 
кальною V    съ  лучемъ  зрѣнія,  иаправленнымъ  въ  точку  С. 

Искомая  четвертая  точка,  на  примѣръ  X,  должна  находиться  на  пря- 
мой, составляющей  съ  вертикальною  V,  проведенною  чрезъ  точку  А,  уголъ 
равный  а,  а  потому  геоиетрическішъ  мѣстомъ  опой  будетъ  прямой  конусъ, 
копюраго  вершина  находится  въ  точкѣ  А,  уголъ-производптель  равенъ  д,  а 
ось  будегпъ  вертикальная  V. 

Подобное  изложенному  разсужденіе  покажетъ,  что  искомая  точка  дол- 
жна находиться  еще  на  поверхности  двухъ  вспомогательныхъ  конусовъ: 
1)  прямаго  конуса,  котораго  вершина  въ  точкѣ  В,  уголъ-производптель  6, 
и  ось  —  вертикальная  лииія  Ѵ'5  2)  прядтаго  конуса,  котораго  вершина  въ 
шочкѣ  (^,  уголъ-производптель  равенъ  с,  а  ось  —  вертикальная  линія  Ѵ". 

Строяшъ  кривыя  пресѣченія  сихъ  трехъ  вспомогательныхъ  конусовъ, 
принимая  ихъ  въ  разсужденіе  по  два.  Основанія  спхъ  конусовъ  будушъ 
круги,  а  потому  сіе  построеніе  можетъ  быть  произведено  посредствомъ 
системы  горпзонтальныхъ  плоскостей. 

Точки  общія  тремъ  кріівымъ  пресѣченія  удовлетворятъ  вопросу. 

Пітлітьгспйе.  За  горизонтальную  плоскость  проэкцій  прпнимаютъ  пло- 
скость топографической  карты,  а  за  вертикальную  плоскость  проэкі^ій  — 
плоскость  параллельную  прямой,  соединяющей  двѣ  изъ  трехъ  данныхъ  точекъ. 

Такъ  какъ  три  точки  даны  на  земной  поверхности,  то  ихъ  горизои- 
тальныя  проэкціи  пзвѣстны*,  вертикальныя  же  проэкціи  опредѣлятся  длинами 
ихъ  горизонтально  провкширующихъ  линій,  пли  ихъ  отмтьткааш^  которыя 
и  ианесупіся  на  чертежъ  по  маасштабу  карты. 

Предложенный  воиросъ,  по  наибольшей  мѣрѣ,  представляетъ  четыре 
рѣшенія. 

225.  Пргиюокепге  ЬХІІІ.  Въ  треугольной  пирамидѣ  даны  :  оснозаиіе, 
и  углы  ребръ,  противоположные  сшоронамъ  основанія,  построить  вершину 
пирамиды. 

Для  большей  легкости  въ  излояіеніи  означимъ  данпыя  три  стороны 
осиованія  пирамиды  чрезъ  л,  и  с,  а  противоположные  опымъ  углы,  состав- 
ляемые ребрами  пирамиды,  соогавѣтспгвепио.  чрезъ  А,  В  и  С. 
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На  стбронѣ  а  оспованія  описываютъ  кругь,  который  бы  оною  сторо- 
ною раздѣлепъ  былъ  па  два  сегмента,  пзъ  которыхъ  бы  каждый  вмѣщалъ 
уго.іъ  Л,  п.ш  дополиеиіе  сего  угла  до  дьухъ  прямыхъ.  Сей  кругъ,  принятый 
за  плоскую  производящую  поверхности  вращенія,  которой  ось  будетъ  дан- 
ная сторона  а,  произяедетъ  вспомогательную  кольцевую  поверхность,  со- 
ставляющую гео.штригеское  мтъсто  искомой  вершины  пирамиды.  .  . 

Такимъ  же  образомъ  получимъ  еще  двѣ  вспомогательныя  кольцевыя  пс 
верхиостп  :  1)  поверхность  вращенія,  которой  ось  будетъ  вторая  данная 
сторона  Ь  основанія  пирамиды,  а  плоскою  производящею  ,кругъ,  оппсаппый 
на  сей  сторонѣ  п  раздѣленный  оною  на  два  сегмента,  пзъ  которыхъ  каждый 
способенъ  вмѣщать  уголъ  В,  пли  дополненіе  онаго  до  двухъ  прямыхъ;  2)  по- 
верхность вращенія ,  пмѣющую  осью  третію  данную  сторону  с  основанія 
пирамиды,  а  плоскою  производящею  —  кругъ  описанный  на  сен  сторонѣ  и 
раздѣлениый  оною  на  два  сегмента,  нзъ  которыхъ  калідый  способенъ  вмѣ- 
щать  уголъ  С,  или  дополненіе  онаго  до  двухъ  прямыхъ. 

Искомая  вершина  пирамиды  долліна  находиться  въ  гао  же  время  па  сихъ 
трехъ  вспомогательпыхъ  кольцевыхъ  поверхностяхъ*,  а  потОіму  строятъ 
кривыя  пресѣченія  сихъ  поверхностей,  по  двѣ  •,  общая  точка  симъ  кривымъ 
удовлетворитъ  условіямъ  вопроса. 

Примпланіе.  При  построенін  чертежа  можно  принять  плоскость 
даннаго  основанія  пирамиды  за  плоскость  горизонтальную  проэкцій,  а  вер- 
тикальную плоскость  проэкцій  предположить  параллельною  одной  изъ  сто- 
ронъ  сего  основанія. 


О  косыхъ  поверхностяхъ  вообще. 

'  -  ^  .         •  ■ 

226.  Вообще  косыми  поверхностями  называются  поверхности,  произво- 
димыя  дппженіемъ  прямой  линін  такъ,  что  два  послѣдовательныя  пололіеиія  оной, 
вообще,  не  находятся  въ  одной  плоскости.  Изъ  сего  слѣдуетъ,  что  кониче- 
скія  п  цплиндрпческія  поверхности,  не  смотря  на  то,  что  оныя  произво- 
дятся также  прямою  линіею,  не  принадлежатъ  къ  роду  косыхъ  поверхно- 
стей. По  общему  свойству  косымъ,  коническпмъ  п  цилиндрпческпмъ  поверх- 
ностямъ,  по  которому,  для  каждой  оныхъ  точки,  существуешь  направленіе, 
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слѣдуя  коему,  линейка  можетъ  совпасть  съ  нпмп  всѣми  ея  точкамп,  отъ  чего 
произходишъ  удобность  обработывать  оныя  въ  практикѣ,  можно  придать 
сшіъ  поверхностямъ  общее  названіе  поверхностей  лпнейгапгыхъ  (ге<^1('е8). 

211.    Косыя  поверхности  бываютъ  разлпчныхъ  родовъ,  между  копмп  нап- 
употребитедьнѣйшія  въ  практпкѣ  поверхности  суть  :  1)  поверхности^  имтыо- 
щіл  плоскость   параллелизлш,   которыя  пзвѣстны   намъ  подъ  названіемъ  ло- 
сыхъ  циліін^цровь.    Когда  одна  пзъ  ихъ  направляющпхъ  будетъ  прямая  лпнія, 
тогда  произведенная  поверхность,  по  нѣкоторому  сходству  ея  съ  конусомъ, 
называется  ноногі^,оліь;  и  дѣйствпте.іьно,  по   предположеніи,   что  вершина 
конуса  распространилась  въ  прямую  ^инію,   пропзводящія  конуса,  пресѣкав- 
шіяся,  до  того,  въ  сей  вершннѣ,  приложатся   по  длинѣ   сей  прямой,  п  въ 
случаѣ  параллелизма  ихъ  съ  какою  ни  есть  плоскостію,  коническая  поверх- 
ность перемѣнится  въ  коноидъ.    Естьли  прямолинейная  направляющая  пер- 
пендикулярна къ   плоскости  параллелизма  ,   тогда   поверхность  называется 
пряліыліь  коисіі,і,оліь,  а  сія  направляющая  прпнимаетъ  наззаніе  лгіиіи  сжапгЫ 
(Ііцпе  сіе  вііісііоп.),  ибо  сія  прямолинейная  направляющая  заключить   въ  себѣ 
кратчайшія  разстоянія  ме;кду  всѣми  производящими,  пзъ  чего  и  слѣдуетъ, 
что  по  направленію  сей  линіи  поверхность  будетъ  наиболѣе  сжата,  или  даліѳ 
наиболѣе  сдавлена.  Къ  роду  коноидовъ  прпнадлежптъ  п  косая  плоскость,  пзвѣсш- 
ная  подъ  названіемъ  иперболгіъескаго  параболои^цсі,  и  вногда  называемая  коно- 
ѵ^цоліь  в/пораго  порлуіка.     2)  Косыя  іговерхности,  илиьющіл  три  линепііыл  на- 
правляюіціл,  которыхъ  производящая,  вмѣсто  того,  чтобъ  быть  параллель- 
ною плоскости  параллелизма,  доляша  встрѣчать   третію  направляющую. 
Естьли  три  направіяющія  будутъ  прямыя  линіи,   тогда  произведется  по- 
верхность, называемая  ипс/>болои^оліь  объ  о^^поіі  полгь,  которое  назпаніе  про- 
пзходитъ  отъ  того,  что  сія  поверхность  можетъ  быть  произведена  ппер- 
болою,  измѣняюш,ею  видъ  сообразно  извѣстному  закону,  вращающеюся  около 
ея  мнимой  оси.    Законъ  пзмѣненія  сего  вида  опредѣляетъ  оси  производящей, 
для  каждаго  пололіеиія  оной  *,  естьли  сей  законъ  допускаетъ  неизмѣплющіііся 
видъ  иперболы,  тогда  поверхность  буделіъ  иперболоидомъ  вращепія.    3)  Косыл 
7гове/)х/іос7?іи  вообще.    Легко  усмошрѣть  можно,   что  способъ  произвождеиія 
спхъ  поверхностей  моліетъ  быть  различенъ,  на  примѣръ,   когда  прямая  бу- 
детъ двигаться  по  двумъ  кривымъ  такъ,  чтобъ  длина  ея  меліду   сиіип  кри- 
выми была  постояниа,  или  чтобъ  оная  составляла  постоянный  уголъ  съ 
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данною  п.іоскостію,  или  встрѣчаліі  бы  одну  пзъ  спхъ  папрапляюіцпхъ  подъ 
даннымъ  угломъ,  и  іп.  д.  Такліе  мояіно  предпололіить,  что  прямая  дішліеінся 
по  треіѵіъ  поперхностямъ,  илч  па  кривой  лпнін  н  дпухъ  поперхносніяхъ,  пли 
на  поперхностп  и  двухъ  крпныхъ,  плп  па  дпухъ  поверхиостяхъ,  составляя 
пзвѣсшный  уголъ  съ  данною  плоскостію,  п  га.  д. 

■  228.  Прпложеше  ЬХІІ^.  Дана  точка  на  одной  пзъ  гарехъ  данныхъ  па- 
правляющихъ  косой  поверхносшп;  построить  производящую,  проходящую 
чрезъ  сію  точку. 

Данную  точку  прпнпмаютъ  за  вершину,  а  одну  пзъ  двухъ  направляю- 
щпхъ  за  направляющую  конуса.  Строятъ  точку  пресѣченія  остальной 
направляющей  съ  спмъ  конусомъ.  Сію  точку  соеднняютъ  съ  данною  точкою; 
соединяющая  прямая  будетъ  нско.іюю  производящею,  ибо  пресѣкаетъ  въ 
тоже  время  всѣ  гари  направлжощія,  п  одну  пзъ  ннхъ  въ  данной  гаочкѣ. 

Приміьъаніе.  Чтобъ  построить  точку  пресѣченія  вспомогательпаго 
конуса  съ  остальною  гарешьею  направляющею,  прпнпмаютъ  оную  за  на- 
правляющую другаго  іюнуса,  коего  вершина  находится  въ  вершинѣ  гспомо- 
гагаельнаго  конуса.  Сгароягаъ  оснопанія  спхъ  двух^ь  конусовъ.'  Чрезъ  обшую 
точку  симъ  основаніямъ  проводягаъ  обш,ую  производящую  спхъ  конусовъ. 
Точка  встрѣчп  сей  производящей  съ  гарешьею  направ.іяющею ,  будешъ  иско- 
мою точкою. 

229.  Естьлп  гарп  направляющая  будушъ  прямыя  лпніи,  тогда  произве- 
денная поверхность  принпмаегаъ  назканіе  ііпсрбояои^і^а  обь  о^і^пой  7'іо.іті:^\\о\по'і,\у^ 
что  оная  мояіешъ  быть  произведена  двпніеиіемъ  пперболы,  пзиѣняющепся  вп- 
домъ  по  извѣстному  закону,  и  двигающейся  около  ея  мнимой  осн.  Законъ  пзмѣ- 
ненія  въ  впдѣ  сей  кривой  производящей  опредѣляегаъ  осп  пперболы,  д.гя  каж- 
даго  положенія  оной.  Въ  случаѣ,  когда  впдъ  пперболы  не  пзмѣняегася,  ппер- 
болоидъ  будегаъ  поверхностью  вращенія. 

Иперболоидъ  объ  одной  полѣ  пмѣетъ  свойство,  подобное  доказанному 
нами  оганоспте.іьно  къ  косой  плоскости,  или  къ  пперболпческому  параболоиду, 
то  есть  оный  моліегаъ  быть  пропзведенъ  двпяхеніемъ  второй  прямой,  по 
двумъ  производящпмъ  перпаго  произвожденія.  Сіе  свойство  легко  доказы- 
вается относительно  къ  весьма  занимательному  виду  сей  поверхности,  гао 
есть  оганосигаельно  къ  иперболои,э,у  вращепіл  объ  о^пой  поліъ. 
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230.  Замѣчательное  свойство  косыхъ  пог.ерхпостеп  состопшъ  пъ  гпомт., 
что  при  вращеніп  плоскости  около  производящей,  сія  плоскость  будетъ 
вообще  касательна  къ  поверхности,  при  кал;домъ  полодіеніи,  въ  одной  пзъ 
точекъ  сей  производящей. 

Положпмъ,  для  большей  ясности,  что  данная  плоскость  означена  чрезъ 
Т,  а  данная  производящая  чрезъ  С  Замѣтпмъ  ,  что  сія  плоскость  Т  пресѣ- 
каетъ  двѣ  системы  производяш,пхъ,  лежащихъ  по  обѣ  стороны  производящей 
С,  въ  точкахъ  двухъ  системъ,  составляющкхъ  одну  п  ту  же  кривую,  и  что 
сія  кривая  встрѣчаетъ  производящую  С  въ  искомой  точкѣ  касанія  данной 
касательной  плоскости  Т.  Для  постиліенія  изложеннаго  свойства,  назопемъ 
М  сію  точку  касанія*,  т,т',т".  ...  точки  одной,  и,  /г',  //'  ...  точки  другой 
системъ,  лежащпхъ  по  обѣ  стороны  производящей  С  Плоскость  касательна 
къ  поверхности,  когда  опая  содерліптъ  въ  сеоѣ  касательныя  къ  двумъ  сѣче- 
піямъ  поверхности,  пресѣкающимся  въ  точкѣ  касанія  •,  по  точка  М  будетъ 
пресѣченіемъ  прямой,  которая  сама  будетъ  своею  касательпою,  съ  един- 
ственною крпБою,  составленною  двумя  рядами  точекъ:  (/??,  т ,  т  " ....  л,  и' ,  п" .:..)\ 
слѣдовательно  плоскость  Т,  содержащая  сію  кривую,  и  всѣ  ея  касательныя, 
равно  какъ  и  прямую  С,  будетъ  касаться  къ  поперхпостн  въ  точкѣ  пресѣ- 
ченія  !М  данной  производящей  и  сей  вспомогательной  кривой. 

Сіе  рѣшеніе  для  построенія  точки  касапія  касательной  плоскости,  со- 
держащей данную  производящую  ,  можетъ  быть  употреблено  и  для  тѣхъ 
косыхъ  поверхностей,  которыя  не  пмѣютъ  плоскости  параллелизма.  Выгода 
снаго  состоптъ  въ  томъ,  что  не  нулию  строить  касателыіыхъ  къ  кривымъ 
лпніямъ. 

231-  Посредствомъ  косой  поверхности  особеннаго  вида  моліно  легко  разрѣ- 
шпть  вопросъ  о  построеніи  касательной  къ  кривой  въ  данной  на  оной  точкѣ. 

1)  Для  разрѣшенія  сего  вопроса  покажемъ,  предварительно,  какъ  опре- 
дѣлить  касательную  плоскость  къ  данному  щилипдру,  не  зависимо  отъ  тео- 
ріи  касательныхъ. 

Пололіпмъ,  для  ясности  въ  излол;еніп,  что  С  представляетъ  пропзводящѵю 
даннаго  цилиндра,  соотвѣтствующую  Данной  на  ономъ  точкЬ  для  проведенія 
касательной  плоскости.  Представпмъ  себѣ  существаваніе  точки  Ь,  въ  ко- 
торой сія  производящая  С  встрѣчаетъ  какую  ни  есть  направляющую  сего 
цилиндра.    Пололиімъ,  что  В  будетъ  одною  изъ  прямыхъ  въ  искомой  каса- 
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іпелыіоіі  плоскости,  проходящпхъ  чрезь  точку  ^.  Естьліі  опредѣлпмъ  сію 
прямѵіо,  то  огтредѣліімъ,  посредсшпомъ  оііоіі  и  производящей  О,  п  искомую  ка- 
сательную плоскость.  Пусігіь  х  будетъ  уголь,  который  состасляютъ 
между  сооою  искомая  прпмал  О  п  проиліюдящая  С 

Прямая  і)  подле.китъ,  во  перныхъ,  услоиіямъ,  по  которымъ:  а)  прохо- 
дить чрезъ  точку  Ь,  и  Ь)  съ  производящею  С  состапляетъ  уголъ  х,  ішро- 
чемъ  произвольный*,  а  потому  будетъ  производящею  прямаго  конуса,  кото- 
раго  осью  будетъ  производящая  С,  а  уголъ-производитель  коего  равняется 
углу  х.    Сей  конусъ  составитъ  первую  вспомогательную  поверхность. 

Прямая  О  подлеліишъ,  во  вторыхъ,  услопіямъ^  по  которымъ:  а)  |встрѣ- 
чаетъ  производящую  С;  Ь)  составляетъ  съ  оною  уголъ  х.  п  с)  всшрѣчаетъ 
направляющую  і:\илиндра;  а  потому  будетъ  производящею  косой  псверхности, 
производимой  движеніемъ  прямой,  постоянно  встрѣчающей  производящую  О 
цилиндра  и  его  направляющую,  и  при  томъ  подъ  углами  къ  проігзводящей, 
равными  углу  X.  Сія  косая  поверхность  будетъ  второю  вспомогательною 
поверхіюстію. 

Изъ  сего  слЬдуетъ,  что  искомая  прямая  В  опредѣлится  прямою  пресѣ- 
ченія  спхъ  дпухъ  вспомогательиыхъ  поверхностей :  йрямаго  конуса  н  косой 
поверхности 

2)  Кривая  данная  для  проведенія  къ  опой  касательной  изъ  данной  па 
оной  точки,  можетъ  быть  плоская,  и  двояко  кривая. 

Въ  случаѣ  плоской  кривой,  прииимаютъ  оную  за  направляющую  цилин- 
дра, копюраго  производящія  пмѣютъ-произвольное  полоікеиіе*,  строять  къ  сему 
цилиндру,  чрезь  данную  точку  на  кривой,  касательную  плоскость,  какъ 
предъ  сииъ  показано.  Строятъ  прямую  пресѣченія  сей  касательной  плоско- 
сти съ  плоскостію  данной  кривой*,  сія  прямая  будетъ  пскодюю  касательною. 

*)  Замѣтимъ,  что  для  посгароенія  прямой  пресѣченія  двухъ  вспомогатедьныхъ  поверхностей,  про- 
вод.чтъ  чрезъ  точку  пресѣченія  направляющей  съ  производящею  цилиндра,  протянутою  чрезъ 
данную  точку,  плоскость  перпендикулярную  къ  сен  производящей.  Стролтъ  лнніи  прссѣчеыія 
сеи  плоскости  съ  двумя  вспомогательными  поверхностями.  Съ  конусомъ  лннія  пресѣченія  будетъ 
кругъ,  а  съ  косою  поверхностію  известная  кривая,  составленная  общими  точками  сей  плоско- 
сти и  производлщимъ.  Стролтъ  точку  всшрѣчи  сихъ  лнній  прссіченія.  Кругъ  прюсѣчетъ 
кривую  въ  двухъ  точкахъ.  Получатъ  двѣ  прлмыя  пресѣченія  двухъ  вспомогательиыхъ  поверх- 
ностей, соединивъ  сіп  точки  пресѣчсніл  съ  вс|)шііною  конуса.  Сіи  прямыя  и  будутъ  нахо- 
дипіься  въ  искомой  касательной  плоскости,  содержащей  принятую  вь  разсуждеиіе  лроизводящую 
і^идішдра.  . 
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Въ  случаѣ  дпояко-крпвой  лпніп  принпмаюіпъ  оную,  послѣдовашельно,  за 
направляющую  дв^^хъ  вспомогательныхъ  цилиндровъ,  которыхъ  пропзводящія 
имѣютъ  произвольное  положеніе.  Къ  каждому  пзъ  спхъ  двухъ  цплііндровъ 
строятт,,  чрезъ  данную  точку,  касательную  плоскость,  какъ  предъ  симъ 
показано.  Прямая  пресѣченія  сихъ  двухъ  касательныхъ  плоскостей  будешь 
искомою  касательною  къ  предлоліеиной  кривой,    {сж.  ^  118). 


Объ  обе^тываюитхъ  и  развррзаюіцихсл  поверхностяхъ. 

232.  Поверхностями  обертпывающи^лт  пли  просто  обертками  называ- 
ются поверхности  производимыя  дпшкеніемъ  другой  поверхности,  перемѣпя- 
ющей  ея  видъ,  или  постоянно  сохраняющій  оной,  обертывающая  во  всѣхъ 
поло?кеніяхъ  движущуюся  поверхность,  или  прикасающіяся  къ  оной. 

Полсжнліъ,  на  примѣръ,  что  центръ  шара,  кошораго  радіусъ  пмѣешъпо- 
сшояннѵю  ветчину,  двпгкется  поданной  кривой.  Два  прплеляащія  положенія 
сей  поверхности  будугаъ  пмѣшь  ихъ  центры  въ  безконечно  малоліъ  разсшояніи, 
а  потому  пресѣкушся  въ  бо.іьшемъ  кругѣ,  кошораго  плоскость  будетъ  пер- 
пендикулярна къ  направляющей.  Система  всѣхъ  шаковыхъ  большихъ  кру- 
говъ  составпіпъ  особенную  поверхность,  которая  будетъ  прикасаться,  во 
гхякомъ  полон;епіп,  къ  движущемуся  шару,  или  обертывать  оный,  и  сія  то 
поперхпосшь  принимаешь  пазваиіе  обертки  пространства  ,  пробѣгаемаго 
симъ  шаромъ. 

Вообще,  когда  вообразпмъ  поверхность,  пзмѣняющуюся  ея  впдомъ  п 
положс^ііемъ,  слѣдуя  пзвѣсшному  закону,  то  два  приле?каш,ія  положенія  сей 
поверхиосшп  пресѣкушся  пли  коснутся,  по  извѣсшной  особенной  кривой,  и 
система  спхъ  кривыхъ  называется  обертывающею  поверхносшію. 

Обернутою  называется  движущая  поверхность,  при  калідомъ  ея  поло- 
ліеніи. 

Пресѣченіе  двухъ  прплеліащпхъ  обернушыхъ  есть  настоящая  произво- 
дящая, измѣненія  въ  видѣ  и  въ  положеніи  которой  определяются  движеніемъ 
обернутой.  Ио  шакъ  какъ  сіе  пресѣчепіе  одинаково  при  всѣхъ  оберткахъ, 
пропзводимыхъ  одною  и  тою  ліе  обернутою,  то  оное  и  налагаешь  особен- 


пое  сяойстпо  на  всѣ  поверхности  того  же  пропзвожденія,  а  потому  сіе  пре- 
сѣченіе  и  названо  хорак/перистикою. 

233.  Изъ  опредЬленія  обертокъ  слѣдуетъ,  что  каждая  изъ  оныхъ  при- 
касается къ  ея  обернутой,  въ  соответствую  щен  характерпстпкѣ,  то  есть 
что  въ  точкахъ  характеристики  обернутая  и  обертка  пмѣіотъ  общія  ка- 
сательиыя  плоскости. 

Вообразпмъ,  что  постоянная  ея  видомъ,  или  пзмѣнягощая  оный,  поверх- 
ность двпл;ется  въ  пространств^  по  пзвѣстиому  закону.  Первое  по.юженіе 
сен  поиерхпостп  коснется  къ  положению,  сосѣднему  п  находящемуся  въ  без- 
конечно  маломъ  разстояніи  отъ  него,  или  пресѣчетъ  сіе  послѣднее,  въ  точ- 
кахъ но.гоженія  характеристики  *,  второе  положеніе  обернутой  будетъ  пре- 
сѣчено  третьимъ,  въ  точкѣ  второй  характеристики,  которая  безкоиечно 
мало  будетъ  разниться  сь  первою,  и  будетъ  приближена  къ  опой  па  безко- 
нечно  малое  разстояніе  •,  третіе  полодіеніе  поверхности  пресѣчетъ  четвер- 
тое въ  точкахъ  третьей  характеристики,  и  такъ  далѣе. 

Изъ  того,  что  обернутая  можетъ  быть  пресѣчена  предшествующею 
оной  обернутою,  и  последующею  за  нею,  или  къ  онымъ  коснется,  въ  дпухъ 
прплежащихъ  положеніяхъ  характеристики,  слѣдуетъ,  что  сіи  два  положенія 
находятся  на  той  ліе  обернутой',  а  по  сему,  что  двѣ  прнлежащія  характе- 
ристики, вообще,  прикасаются  одна  къ  другой  на  обернутой,  или  пресека- 
ются между  собою  на  оной  ,  точно  такъ  ,  какъ  двѣ  прилежащія  обернуптыя 
прикасаются  одна  къ  другой,  или  пресѣкаются  между  собою,  на  оберткѣ. 

Рядъ  всѣхъ  таковыхъ  точекъ,  прплежащихъ  пресѣченій  или  касаній,  со- 
ставляетъ  на  оберткѣ  особенную  примечательную  кривую,  прикасающуюся 
ко  всѣмъ  характерпстикамъ,  точно  такъ,  какъ  обертка  прикасается  ко 
всѣмъ  обернутымъ  крлвую,  которая  называется  ребромъ  возврап^а. 

Ребра  возврата  супіь  ка;кущіяся  линіи  обертокъ,  по  которымъ  встреча- 
ются две  различныя  между  собою  полы  поверхностей  ,  представляя  случай 
настоящаго  возврата. 

Одна  изъ  спхъ  по.^ъ  составлена  системою  частей  характерпстикъ,  де- 
жащихъ  по  одну  сторону  ребра  возврата-,  а  другая  пола  состоитъ  изъ 
частей  тѣхъ  же  характеристпкъ,  лежащихъ  по  другую  сторону  точекъ 
того  же  ребра. 
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234.  Между  различными  видами  обертываюіцпхъ  поверхносіпеіг,  суще- 
сгппуегпъ  весьма  пріімѣчаіпе.іьньш  исъпоіьзою  употребляемый  въ  искуствахъ*, 
относящіяся  къ  оному  поверхности  называются  разверзающияшсл  повсррС' 
ностл.іш, 

Подъ  названіемъ  разверзающихся  должно  разумѣть  поверхности,  кото- 
рыя,  по  предпололіеніи  пхъ  гибкими  и  пе  разторгающпиися,  способны  быть 
разпернутыми  на  плоскости  посредствомъ  простыхъ  сгпбовъ,  безъ  вздвапва- 
нія  и  разторженія. 

235.  По  сему,  естьлп  плоскость  двин?ется  въ  пространствѣ,  подвергаясь 
нзвѣстному  условію,  то  легко  усмотрѣть  молию,  что  обертка  ея  двпженія 
будетъ  разверзающеюся  поверхиостію.  Въ  самомъ  дѣлѣ,  первое  положеніе 
сей  плоскости  пресѣкаепіся  вторьшъ  положеиіемъ  въ  прямой  лпніи',  второе 
положеніе  пресѣчется  третьимъ  въ  другой  прямой  липіи*,  піретіе  положеніе 
встрѣтится  съ  четвертымъ  въ  третьей  прямой  ,  и  такъ  далѣе*,  такимъ 
образомъ,  что  обертка  будетъ  составлена  изъ  безконечиаго  числа  плоскпхъ 
элементовъ,  пзъ  которыхъ  каждый  заключается  между  двумя  прямыми  огра- 
ппчигающими  прилежащіе  къ  оному  элементы.  Послѣ  сего  предположпмъ, 
что  первый  элементъ  вращается  около  его  пресѣченія  съ  послѣдующимъ,  до 
совмѣщенія  съ  плоскостію  сего  послѣдняго  ;  потомъ,  что  плоскость,  состо- 
ящая пзъ  сихъ  двухъ  элементовъ,  вращается  около  пресѣченія  втораго  эле- 
мента съ  третьимъ,  чтобы  совпасть  съ  плоскостію  сего  шретьяго  •■,  что 
плоскость  сихъ  трехъ  первыхъ  элементовъ  вращается  около  пресѣченія  съ 
третьимъ  и  четвертымъ,  до  совмѣщенія  съ  плоскостію  сего  послѣдилго,  п 
такъ  дллѣе;  тогда  легко  усмотрѣть,  что  обертка  движущейся  плоскосіпи 
мол;еиіъ  быть  разложенного  на  плоскости,  не  разторгаясь  и  не  вздваиваясь, 
н  что,  по  сему,  оная  обертка  есть  разверзающаяся  поверхность  (234). 

236.  Очевидно  такліе,  что  необходимое  условіе,  которому  должна  удо- 
влетворять разверзающаяся  поверхность,  состоитъ  въ  томъ,  чтобъ  оная 
была  составлена  пзъ  плоскпхъ  элементовъ,  соедииенпыхъ  пхъ  неопредѣленнымл 
краями  въ  прямой  линіи.  Посему  обср;пка  послі.довательиыхъ  положеній 
движущейся  плоскости  есть  разверзающаяся  поверхность,  и  обратно:  раз- 
верзающаяся поверхность  есть  обертка  движущейся  плоскости. 

237.  Изъ  сего  слѣдуетъ,  что  плоскость  составляетъ  обернутую  по- 
верхиость  какой  ни  есть  разверзающейся  поверхности,  а  потому,  что  ха- 


рактсріістііка  сихь  полерхностей  есшь  псегда  прямая  лііпія.  По  такъ  какъ 
дпѣ  пріілеліащія  характеристики  обертки  ьсегда  находятся  на  той  ;і;е  обер- 
нутой покерхностп,  то  два  при.іеліащіе  элемеита  разверзающейся  поверхно- 
сти будутъ  всегда  находиться  т,  одной  и  той  ліс  плоскости,  а  потому  встре- 
тятся въ  какой  ни  есть  точкѣ.  Рядь  точекъ  пресѣченія  прилегкащихъ  ха- 
рактеристпкъ,  составляетъ  на  всякой  разверзающейся  поверхносіпи  особен- 
ную кривую,  которая  и  будетъ  ребромъ  возврата  сеіі  поверхности. 

238.  Сіе  ребро  возврата  прикасается  къ  элементамъ  поверхности, 
равно  какъ  и  поверхность  прикасается  къ  положеніяиъ  двпліущейся  плоско- 
сти ;  ибо  каждая  характеристика  пмѣетъ  двѣ  общія  точки  съ  ребромъ 
возврата,  то  есть:  1)  точку,  въ  которой  оная  пресѣкается  предшествую- 
щею характеристикою,  и  2)  точку,  въ  которой  встрѣчаетъ  оную  последу- 
ющая характеристика",  а  потому  каждая  характеристика,  п.іи,  что  все  то 
же,  каждый  элементъ  поверхности  касается  къ  ребру  возврата. 

239.  Кал{дый  элементъ  дѣлптся  па  двѣ  части  ребромъ  возврата  ;  п  всѣ 
части,  лежащія  по  одну  сторону  сего  ребра,  составляютъ  ?голу  оберткп. 
По  сему  всякая  разверзающаяся  поверхность,  вообще,  состоишъ  пзъ  двухъ 
полъ  ,  которыя  сопрягаются  между  собою  въ  такъ  называемоиъ  ребрЬ 
возврата. 

240.  Законъ,  которому  подлежнтъ  двиліущаяся  плоскость,  моліетъ  измѣ- 
няться  до  безконечности;  такпмъ  образомъ  молшо  подвергнуть  сію  пло- 
скость условію,  по  которому  оная  была  бы  постоянно  нормальною  къ  дан- 
ной кривой,  или  касательного  къ  двумъ  даннымъ  поверхностямъ,  пли  каса- 
тельна  къ  одной  поверхности  въ  точкахъ,  лежащихъ  на  извѣстной  кривой, 
начерченной  на  сей  поверхности,  и  проч. 

241.  Можно  также  принимать  въ  разсужденіе  разверзающілся  поверх- 
ности произведенными  не  зависимо  отъ  ихъ  обернутой  поверхности.  Въ 
самомъ  дѣлѣ,  вообразпмъ  въ  пространствѣ  ребро  возврата  одной  изъ  сихъ 
поверхностей,  п  представпмъ,  что  движущаяся  прямая  пребываетъ  посто- 
янно касательного  къ  сему  ребру.  Ясно,  что  два  прплеліащія  пололіенія 
сей  прямой  будутъ  находиться  въ  той  же  плоскости,  и  что  система  сихъ 
пололіеній  составптъ  разсматриваемую  разверзающуюся  поверхность. 

242.  Помянутая  плоскость,  которая  проходитъ  такл;е  чрезъ  двѣ  піти- 
лежащія  касательныя   къ  кривой,  очевидно,  нзъ  всѣхъ   возмодіныхъ  плоско- 


стей,  проходящихъ  чрезъ  какую  нп  есть  точку  дуги,  лежащей  между  точ- 
ками касанія  сііхъ  касательныхъ,  будешь  пмѣть  съ  сею  кривою  самое  близ- 
кое прпкасаніе,  п,  по  сей  прпчпнѣ,  называется  соприкасающеюсл  плоскоатю 
сей  кривой.  ' 
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